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PRÉFACE. 



L'accueil favorable que le public mathématique a bien 
voulu faire aux deux Ouvrages que j'ai déjà publiés sur la 
Théorie des fonctions m'est un précieux encouragement à 
continuer la tâche que j'ai entreprise. Comme je l'ai déjà 
dit dans une précédente Préface, mon intention est de 
faire paraître une série de petits Livres qui soient, autant 
que possible, indépendants les uns des autres : pour pouvoir 
lire chacun d'eux, il suffit de connaître les principes gêné- 

m 

raux de la Théorie des fonctions tels qu'ils se trouvent dans 
tous les cours d'Analyse. 

La théorie des séries divergentes a fait l'objet de mon 
enseignement à l'Ecole Normale en 1899-1900; mais ces 
Leçons sont notablement plus étendues que mon Cours; le 
Chapitre V, notamment, renferme l'exposition de certains 
résultats nouveaux que j'ai obtenus depuis un an. 

M. Dauzats, agrégé-bibliothécaire à l'École Normale, qui 
avait suivi mon cours, avait bien voulu m'offrir de le ré- 
diger. Par suite de diverses circonstances indépendantes de 
sa volonté, il n'a pu donner suite que partiellement à ce 
projet : la rédaction du Chapitre I lui est seule due. Je tiens 
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à lui exprimer ici ma vive reconnaissance pour les soins 
qu'il a donnés à cette rédaction. 

Etant donné l'intérêt que me paraît présenter le problème 
des séries divergentes et vu les polémiques ardentes qu'il a 
autrefois soulevées, j'ai cru devoir faire précéder d'une 
courte Introduction historique l'exposition des théories 
modernes. Cette Introduction se termine par quelques 
considérations générales sur les séries divergentes et par 
quelques indications sur le plan de ces Leçons. 
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SÉRIES DIVERGENTES 



INTRODUCTION. 

HISTORIQUE ET GÉNÉRALITÉS. 



Les séries divergentes aidant A bel et Cauchy. 

On s'accorde généralement pour dater les débuis de l'Analyse 
moderne des travaux d'Abel et de Cauchy. Ce qui caractérise 
surtout ces deux géomètres, c'est le souci de la rigueur parfaite 
des raisonnements : c'est là la réforme essentielle qu'ils ont intro- 
duite dans les Mathématiques. 

Sans doute, avant eux, bien des géomètres avaient fait des 
raisonnements rigoureux; plusieurs même avaient une sûreté 
parfaite et ne se trompaient que d'une manière exceptionnelle. 
D'autre part, depuis Abel et Cauchy, il a été imprimé souvent 
des raisonnements inexacts, et eux-mêmes n'ont pas toujours 
échappé à l'erreur. Mais le point essentiel est d'avoir proclamé 
hautement et nettement qu'un raisonnement non rigoureux, un 
raisonnement par induction ou par à peu près, doit être, en 
Mathématiques, considéré comme inexistant. Ce principe une fois 
posé, il appartenait aux successeurs d'Abel et de Cauchy d'en 
tirer toutes les conséquences et d'introduire peu à peu la rigueur 
parfaite des méthodes et des raisonnements qui caractérise le 
développement mathématique de la seconde moitié du siècle qui 
vient de finir. 

E. B. (3) I 
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II est incontestable que la révolution ainsi accomplie a con- 
stitué un grand progrès et qu'elle était indispensable. On peut 
toutefois se demander si l'abandon complet des méthodes moins 
rigoureuses des géomètres du xviii* siècle a été un bien au point 
de vue de la facilité de la découverte mathématique. Il a pu être 
nécessaire de les abandonner momentanément d'une manière 
complète, pour permettre au principe de la rigueur nécessaire 
de s'établir sans contestation; mais maintenant que ce principe 
est établi d'une manière définitive et irrévocable, Tétude des mé- 
thodes anciennes peut avoir du bon, à condition, bien entendu, 
qu'on les emploie seulement comme procédé de recherche, en se 
réservant de démontrer ensuite les résultats par les méthodes 
rigoureuses de l'Analyse moderne. 

La théorie des séries divergentes est l'une de celles auxquelles 
s'appliquent le plus immédiatement les généralités qui précèdent; 
nous allons nous occuper exclusivement de cette théorie, et tout 
d'abord rechercher quel était l'étal de la question avant les pre- 
miers travaux d'Abel et de Cauchj. 

Le procédé le plus commode, et peut-être aussi le plus sûr, 
pour faire cette recherche, consiste à consulter le grand Traité de 
Calcul différentiel et intégral de Lacroix (*). 

On peut considérer, en effet, que cet Ouvrage résume l'Ana- 
lyse ancienne; en le comparant avec V Analyse algébrique de 
Cauchy (^), publiée seulement quelques années après, on mesure 
toute la distance qui sépare les Mathématiques du xviii* siècle des 
Mathématiques du xix*. Peu de comparaisons sont plus instruc- 
tives pour l'histoire de la Science. 

Mais revenons aux séries divergentes et voyons ce que nous 
apprend à leur sujet le Traité de Lacroix; nous emprunterons 
aussi quelques renseignements bibliographiques au substantiel 
article de M. Pringsheimdans TEncyclopédie Burkhardt-Mcyer ('). 

Il importe tout d'abord d'établir une distinction entre les séries 
purement numériques et les séries analytiques, c'est-à-dire dont 



( • ) S. -F. Lacroix, Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, se- 
conde édition, 3 vol. in-4, Paris, 1810, 181 4 et 1S19. 

(') Œuvres de Cauchy, série H, t. Itl. La première édition est de i8ai. 
(*) Encyclopàdie der niatheniatischen IVissenscha/ten, I, A. 3, § 39-40. 
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les termes sont des fonctions d'une variable (ou de plusieurs; mais 
nous nous bornerons au cas d'une seule). 

En ce qui concerne les séries divergentes numériques, l'impos- 
sibilité apparaît d'abord immédiatement de les utiliser directement 
pour un calcul précis. 

Il est cependant un cas dans lequel elles ont paru pouvoir servir 
à un calcul approximatif; et, en fait, dans la pratique, on n'a 
jamais besoin que d'une approximation limitée; il est même 
presque toujours impossible de faire un calcul exact. Le cas dont 
nous voulons parler est celui où les termes de la série divergente 
commencent à décroître jusqu'à un certain terme minimum, pour 
augmenter d'ailleurs ensuite au delà de toute limite. En calculant 
la somme de la série jusqu'au terme minimum, on peut espérer 
avoir un résultat approché, dont l'approximation sera du même 
ordre de grandeur que ce terme et pourra, par suite, être très 
notable, si ce terme est sufGsamment petit. 

Souvent même, on n'aura pas besoin d'aller jusqu'au terme 
minimum, qui occupera un rang très élevé et sera bien plus petit 
que l'approximation désirée; on calculera simplement les pre- 
miers termes de la série, jusqu'à ce qu'on arrive à des termes 
assez petits pour qu'on puisse les considérer comme négligeables, 
et l'on adoptera la somme ainsi trouvée pour valeur approchée de 
la série. 

L'exemple classique en Analyse de la série pour laquelle celte 
méthode réussit est la série de Stirling; mais nous aurons l'oc- 
casion d'y revenir tout à l'heure. Un exemple plus important est 
celui des séries que les astronomes emploient dans leurs calculs; 
ils les ont utilisées longtemps sans se douter qu'elles étaient 
divergentes, en calculant seulement les premiers termes. Depuis 
que M. Poincaré, dans un Mémoire célèbre (*), a démontré leur 
divergence, on continue à les utiliser dans bien des cas, car on y 
est encouragé par l'exactitude des résultats obtenus, en tous 
points conformes aux observations. Nous verrons, dans le Cha- 
pitre I, consacré à la théorie des séries asymptotiques de M. Poin- 
caré, comment cette théorie permet de se rendre compte de ce 
fait, en apparence paradoxal. 

(') Acla matfiemalica, t. XIII. 



4 INTRODUCTION. 

Mais il est des séries divergentes numériques qui présentent 
un tout autre caractère; leurs termes ne vont pas en décroissant, 
ou même croissent constamment à partir du premier et augmen- 
tent au delà de toute limite. 

Comme exemples typiques de telles séries, on peut citer les 
deux suivantes, que l'on rencontre assez fréquemment dans les 
applications, et qui sont étudiées toutes deux dans le Traité de 
Lacroix : 

(i) I — i-hi— i-hi — i-^... 

(2 ) I -- 1 . 2 -t- I . "î . 3 — I . jt . 3 . i H- I . î . 3 . 4 . 5 — . . . . 

La série (1), qui paraît avoir été considérée pour la première 
fois par Jacques Bernoulli et Leibnitz, a été très souvent choisie 
comme type de série divergente; elle a donné lieu, depuis Euler 
jusqu'à Cauchy, à de nombreuses discussions, et, après Cauchy, 
on Ta souvent signalée comme exemple de l'emploi illégitime des 
séries divergentes. 

Euler considère la somme de la série (i) comme égale à ; et 

cette affirmation a pour lui la signification suivante : s'i^par un 
ca /cul quelconque, on est conduit à la série (1), le résultat de ce 

calcul est certainement -• 

2 

Ainsi présentée et prise à la lettre, la proposition d'Euler n'est 
certainement pas exacte, et l'on ne larda pas à s'en apercevoir. 
Déjà plusieurs auteurs, Pierre Varignon, Nicolas Bernoulli, 
d'Alembert, avaient signalé le danger de l'emploi des séries 
divergentes. J'emprunte à M. Pringsheim la citation suivante de 
d'Alembert : « Pour moi, j'avoue que tous les raisonnements 
fondés sur les séries qui ne sont pas convergentes... me paraî- 
tront très suspects, même quand les résultats s'accorderaient 
avec des vérités connues d'ailleurs. » {Opusc. math., 5, 1768, 
p. i83). 

Relativement à la série d'Euler, l'objection suivante se présenta 
bientôt. 

Soient n et m (n <Cm) deux entiers positifs; on a 

( 3) =l — X"-^ X"' — J7«-»-'" -h a?*'" — 

^ I — x"^ 
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Si Ton fait ^ = i , on oblient 



n 

— =1 — I-HI — I-Hl.... 

m 



La série d^Ëuler a donc ainsi pour somme une fraction positive 
quelconque. 

Lagrange (* ) montra cependant que l'objection précédente pou- 
vait être levée; Leibnitz avait fait reposer le calcul de la série (i) 
sur le calcul des probabilités; la somme de la série (i) étant i ou o 
suivant que Ton prend un nombre impair ou pair de termes, elle 
est aussi souvent égale à i qu'à zéro; donc sa valeur la plus pro- 
bable est égale à la moyenne ^. Lagrange fait observer que, si l'on 
veut appliquer la même méthode à la série (3), on doit observer 
qu'elle n'est pas complète et que si, pour plus de netteté, on 
prend /i = 3, m = 5, elle doit s'écrire 

Dès lors, on voit que, si l'on prend la somme successivement 
de i, 2, 3, 4> 5, ... termes de la série, on constate que, sur 
cinq sommes consécutives, trois sont égales à i et deux à zéro; la 
valeur moyenne est donc |, ce qui est bien la vraie valeur de la 
fonction qui a donné naissance à la série. 

On peut pi*ouver que le résultat ainsi obtenu n'est point dû au 
hasard et démontrer même, comme l'a fait voir M. Frobenius (*), 
une proposition plus générale; si Ton pose 

n 




on a 



lim >a„a7"=Iim 



y 



dans le cas où la limite du second membre existe. On voit ainsi 



(') Voir, pour cette discussion, Lacroix, t. III, p. i6o; et Laqrangb, Rapport 
sur le Mémoire de Callct, dans le Tome III des Mémoires de la classe des Sciences 
mathématiques et physiques de l'Institut. 

(') Journal de Crelle, t. 89, p. 26j. 
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que la série, qui peut être divergente, 



peut être considérée comme ayant pour somme la moyenne arith- 
métique des diverses sommes obtenues en prenant successive- 
ment I, 2, 3, 4> ... termes (ou du moins la limite de cette 
moyenne arithmétique). 

Mais l'objection précédente n'est pas la seule que l'on puisse 
faire contre la proposition d'Euler; il est aisé de former des 
séries dont les termes dépendent d'une variable et qui se réduisent 
à la série d'Euler pour une valeur particulière de cette variable, 
alors que la valeur limite de la série est un nombre absolument 
quelconque. 

Empruntons-en deux exemples à M. Pringsheim. 

On a 

(4) =:p— i-har^ — j-î+j:» — x^-h.,., 



d'où 



— I 

=1 — I-hl — n-.... 

'1 



On peut d'ailleurs donner à la série (4), à laquelle on pourrait 
reprocher un arrangement arbitraire des termes, la forme sui- 
vante : 

(5) Var'^-^-t-i)" 



dans laquelle les exposants sont les valeurs successives pour n = o, 
I, 2, 3, ... d'une fonction simple de n. 
De même, en désignant par E(:r) la partie entière de x, on a 



d'où, pour X = 1, 

o = 1 — l-hl — IH-I — 1-4- — 

Il serait aisé de multiplier et de varier ces exemples; faut-il en 
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conclure, avec M. Pringsheim, que raffîrmalîon d'Euler est dé- 
pourvue de toute valeur et doit être complètement rejetée? Nous 
ne le pensons pas. Il Importe, en effet, de remarquer que les 
anciens géomètres n'avaient point Phabitude de construire artifi- 
ciellement des expressions analytiques compliquées pour prouver 
telle ou telle opinion; ils se contentaient, d'habitude, de calculer 
sur les expressions qui se présentaient naturellement à eux, au 
cours de leurs recherches. 

Il doit donc être expressément sous-entendu, dans l'affirmation 
d'Euler que, si Von est conduit à la série ( * ) par n'importe quel 



( ' ) On devra, bien entendu, tenir compte des remarques de Lagrange rappelées 
page 5, relativement aux séries qu'il est naturel de considérer comme incom- 
plètes et de compléter par des termes nuls. Si cependant la loi des termes man- 
quants est suffisamment régulière, la proposition d'Euler parait être encore vraie. 
Mais je ne puis ici préciser le sens du mot régulière; je renverrai à mes Leçons 
sur les /onctions entières, Note II, où Ton trouvera quelques indications à ce 
sujet, en attendant que je puisse publier une théorie générale de la croissance 
des fonctions. 

Comme exemple d'une série importante en Analyse et où il manque des termes 
en grand nombre, on peut citer la suivante 

5 = 1-1-^4- ^<H- q9-^ <7'«-i- g'"-}- q"*-\- 

Lorsque g tend vers — i par valeurs réelles, la limite de * est - » de sorte que 

Ton a, à la limite 

I 
= 1 — i-f-i — I-hl — I 

2 



• • • • 



Voici de ce fait une démonstration très élégante, due à M. J. Tannery. On a 

« 
^^{v) = i-\- N ( — I )" 2 ^'•' cos 2mtv 

= 11 (i — ç''") I I (*-~ 2 ^''*-' cos 2 ir p -f- ^*"-'). 

nr=l n = l 

En faisant f = o, on obtient 

2r4(o)=JJ(i-7*'') XT^'-^^^'M • 

nr=l L« = l J 

Lorsque q est réel et positif, tous les facteurs du produit infini sont inférieurs 
à l'unité; on en conclut immédiatement que ce produit tend vers zéro lorsque q 
tend vers h-i; si l'on observe que Ton a 

&^(0) = I — 2<7 -+- 27*— 2^»-t- 2^''® — . . ., 
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calcul, on peut sans hésitation la remplacer par -> qu'il s'agit 

seulement des calculs que l'on sera conduit naturellement à faire, 
et non d'expressions construites exprès pour mettre la règle en 
défaut. Pour prouver donc que l'affirmation d'Eiiler est fausse, en 
se plaçant au point de \'ue d'Euler, il faudrait fournir l'exemple 
d'un géomètre qui, n^ ayant aucune préoccupation relative aux 
séries divergentes et à la légitimité de leur emploi^ a trouvé, 
dans des calculs ayant pour objet des recherches d'un ordre tout 
différenl, une série telle que (5), pour laquelle la règle d'Euler 
est en défaut. 

Tant qu'on n'aura pas fourni un lel exemple, on pourra dire 
que cette règle est exacte, au point de vue pratique et expéri- 
mental, puisque, depuis un siècle, elle n'aurait trompé aucun des 
géomètres qui l'auraient appliquée, sauf ceux qui se seraient pré- 
cisément proposé comme but de la mettre en défaut; ceux-là, non 
plus, n'auraient d'ailleurs pas été trompés, puisqu'ils savaient à 
l'avance le but vers lequel ils tendaient. 

Aussi n'y a-t-il point lieu de blâmer Fourier de s'en être servi 
sans scrupule {Œuvres, t. I, p. 206). Fourier fait d'ailleurs 
usage, dans le même Ouvrage (p. 191) de produits infinis diver- 
gents el il suffit de consulter la Note dans laquelle M. Darboux a 
rétabli le raisonnement rigoureux, pour se rendre compte que 
Fourier savait parfaitement ce qu'il faisait et ne risquait nulle- 
ment de se tromper. 

Mais nous nous sommes assez étendus ( * ) sur la série (1); disons 
quelques mots de la série 

( 2 ) 1 — 1 . 5ï -•- 1 . 2 . 3 — r . 9. . 3 . 4 4- I • "2 . 3 . 4 . 5 - - . . . . 



OQ en conclut immédiatement le théorème que nous avons énoncé relutivcnienl 
à la série s. 

Ce théorème peut s'étendre, par l'emploi des formules de transformation (Tan- 
NERY et MoLK, Traité des fonctions elliptiques, i. H, formule XLIIIg), au cas 
où l'on suppose que q tend vers — i en suivant un chemin quelconque non lan- 
gent au cercle de convergence; je dois aussi ce dernier résultat à une obligeante 
communication de M. Tannery^ 

(*) Faisons observer cependant que, si Von attribue une somme à la série (i), 

cette somme ne saurait être autre que -; car si l'on pose 

S — 1 — 1 -r- I — I -i. . . . 
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Il ne peut être ici question de prendre une moyenne de sommes 
successives; cette moyenne n'existe pas; on ne peut pas non plus, 
comme il pourrait être suggéré par ce qui précède, introduire une 
variable x et chercher la limite de la série 

{>.)' I — 1 . 2 a? -h 1 . 2 . 3:r* — i . 2 . 3 . 4 ^' -4- . . . 

l<>rsqu'on y fait j: = i . Celte série (2)' est, en effet, divergente 
pour toute valeur de x. 

Lacroix obtient la somme de la série (2) par une transforma- 
lion assez compliquée (t. III, p. 347); le résultat ainsi oblenu 
coïncide d'ailleurs avec la valeur d'une intégrale qui donne nais- 
sance à la série (2)' et dont nous parlerons plus loin (p. 56). 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, on voit que, 
malgré des hésitations et des scrupules qui devaient mettre en 
garde contre les erreurs grossières, les géomètres du temps de 
Lacroix avaient d'assez bonnes raisons expérimentales d'avoir 
confiance dans les séries divergentes, même numériques. 

A plus forte raison employaient-ils sans le moindre scrupule 
les séries divergentes dont les termes étaient des fonctions d'une 
variable. Considérant simplement au point de vue formel les 
calculs exécutés sur ces séries, ils étaient amenés à constater que 
les résultats de ces calculs exprimaient des faits analytiques 
précis, d'où ils tiraient des conséquences le plus souvent, sinon 
toujours, exactes (*). Nous verrons plus loin comment de tels 
résultats sont aisément explicables. 



on a 

S =1 — (r — !-hi — 1-4-...) = * — S 

d'où S = -• Relativemcnl aux objections que l'on pourrait faire à ce raisonne- 
ment, en changeant l'ordre des termes, voir plus loin, p. 17. 

•(') Le passage suivant du TraiU; de Lacroix (t. I, p. 4) montre très nettement 
le point de vue auquel il se plaçait : 

« Il est à propos de faire attention au mot développement que l'on emploie 
ici au lieu de celui de valeur; car une série ne donne pas toujours la valeur de 
la fonction à laquelle elle appartient : quelquefois même, au lieu d'en approcher 
duvanlage, à mesure qu'on prend plus de termes, elle s'en éloigne sans cesse, 

ainsi qu'on peut le remarquer sur la fraction développée suivant les puis- 

cZ ~~' OC 

sances de x. La série 

1 H 



X X^ x^ 



a a? a* 



qui en résulte ne donne des résultats convergents vers la vraie valeur que dans 
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En somme, on peut résumer l'état de la Science à l'époque de 
Lacroix en disant que Ton avait dans les séries divergentes une 
confiance justifiée par les faits, mais cependant rendue prudente 
et quelque peu hésitante par des difficultés telles que celle qui a 
été étudiée page 5. 

Les travaux de Cauchy. 

Nous venons de dire que, à l'époque où Abel et Cauchy com- 
mencèrent à écrire, on avait, dans les séries divergentes, une 
confiance justifiée presque toujours, sinon toujours, par les faits. 
Aussi n'est-ce pas sans hésitation qu'Abel et Cauchy frappèrent 



le cas où 2: < a; ce n*est donc que dans ce cas qu'il est permis de l'employer à 
déterminer par approximation cette vraie valeur, mais cependant l'expression 

X x^ x^ 

IH h » H : -h... 

a a} a^ 

considérée en faisant abstraction du dernier terme, c'est-à-dire comme contenant 
toujours des termes de même forme, quelque loin qu'on la prolonge, est tellement 

liée avec la fraction 1 que si une question nous conduisait à la série 

Cl —~' X 

X x" x^ 

n ^ —. _{ -4-... 

a a* a** 
nous serions en droit d'en conclure que la fonction cherchée n'est autre que 
; ou si nous découvrions quelque propriété relative à une suite de termes 



a — X 



X x"^ 



tels que \-\ 1 , -t-..., nous pourrions affirmer qu'elle appartient à la fonc- 
tion • Pour sentir la vérité de cette assertion, il suffit d'observer que le 

a — x 

développement régulier d'une fonction, considéré dans toute son étendue, vérifie 
l'équation qui caractérise cette fonction. Dans l'exemple que j'ai choisi, si l'on 

fait =y» on en conclura l'équation 

CL ~~' X 

a — (a — x^y =0 
et si l'on substitue, au lieu de la fonction y, son développement 

X x^ a^ 

\-\ 1 r H r. 4-..., 

a a- a^ 

on verra que, quelque loin qu'on le calcul pousse, les termes se détruiront toujours. 
On conçoit sans peine qu'il en serait de même dans tout autre exemple, et d'ail- 
leurs il s'en présentera un grand nombre dans la suite de ce Traité. » 

On verra qu'il y a peu de chose à ajouter aux idées de Lacroix pour obtenir 
la base d'une théorie rigoureuse des séries divergentes. 
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d'ostracisme les séries divergentes. Quelques citations montreront 
bien quels furent leurs scrupules. Abel écrit à Holmboë, le 16 jan- 
vier 1826 {Œuvres complètes d'Abel, édition Sj'Iow-Lie, t. II, 
p. 256-257) : « Les séries divergentes sont, en général, quelque 
chose de bien fatal, et c'est une honte qu'on ose y fonder aucune 
démonstration... la partie la plus essentielle des Mathématiques 
est sans fondement. Pour la plus grande partie les résultats 
sont justes, il est vrai, mais c'est là une chose bien étrange. Je 
m! occupe à en chercher la raison, problème très intéressant ». 

D'autre part, dans la Préface çle son Analyse algébrique, 
dès 1821, Cauchy écrit : « J'ai été forcé d^ admettre diverses 
propositions qui paraîtront peut-être un peu dures; par exemple, 
qu'une série divergente n'a pas de somme... ». 

On voit combien sont grands les scrupules de Cauchy; aussi ne 
doit-on pas s'étonner qu'il se soit posé, lui aussi, le problème 
énoncé par Abel dans le passage que nous avons cité, et ail 
recherché comment l'emploi des séries divergentes peut conduire, 
d'une manière presque constante, à des résultats exacts, tout en 
n'étant pas théoriquement légitime. Une mort prématurée n'a 
malheureusement pas permis à Abel de s'occuper de cette ques- 
tion, comme il en annonce l'intention; aussi avons-nous dû mettre 
le nom seul de Cauchy en tête de ce paragraphe. 

En parcourant ses Œuvres, on se rend compte que le désir de 
trouver un mode d'utilisation des séries divergentes ne l'a jamais 
abandonné; il y revient à plusieurs reprises. Il se préoccupe aussi 
des intégrales défînies dépourvues de sens, question connexe à 
celle des séries divergentes et pouvant être traitée par des mé- 
thodes en partie analogues, mais que nous laisserons systématique- 
ment de côté, désireux de délimiter bien nettement notre sujet, et 
ne voulant pas y mêler un problème, intéressant sans doute, mais 
à peine effleuré jusqu'ici et qui appelle encore bien des recherches. 

Sur les séries divergentes, les travaux de Cauchy sont d'impor- 
tance très inégale; le court Mémoire sur la série de Stirling (*) se 
distingue nettement des autres par la clarté et la beauté de ses 
résultats; nous étudierons en détail ce Mémoire au début du Cha- 
pitre 1; contentons-nous de dire ici que Cauchy y justifie, pour 

( • ) Comptes rendus, t. XVIII, p. Z-^o.— Œuvres de Cauchy, série I, t. VIH, p. 18. 
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la série de Slirling, le procédé de calcul approximatif dont nous 
avons parlé tout à Theure (p. 3), pour les séries donl les termes 
décroissent d'abord beaucoup pour croître ensuite au delà de toute 
limite. 

La théorie de Cauchy ne s*applique d'ailleurs pas à la seule 
série de Slirling; comme nous le verrons, il fait observer qu'elle 
s'applique aussi à une classe fort générale de séries ordonnées 
suivant les puissances croissantes de la variable. 

Mais cette partie du Mémoire de Cauchy, étant restée sans 
applications, est tombée dans l'oubli et la série de Stirling a été 
le seul exemple classique de série asymptotique, jusqu'au jour 
où M. Poincaré a fait une théorie générale de cette classe de 
séries, théorie dont les traits essentiels sont exposés dans le Cha- 
pitre 1. 

Parmi les autres recherches de Cauchv sur les séries diver- 
gentes, on doit citer sa théorie des sévins syntagma tiques. Cauchy 
donne ce nom à des séries ordonnées suivant les puissances de 
plusieurs variables et qui sont convergentes ou divergentes, sui- 
vant la manière dont on arrange leurs termes-. Nous devons nous 
borner à ces brèves indications, renvoyant pour les détails aux 
Mémoires de Cauchy (*). Signalons cependant un fait curieux : 
Tanalogie certaine, quoique assez éloignée, de ces recherches de 
Cauchy avec les travaux récents de M. Mittag-Leifler, dont il sera 
question au Chapitre V. Nous devons d'ailleurs nous empresser 
de dire que les Mémoires de Cauchy, faute d'applications simples, 
étaient complètement tombés dans Toubli, et que M. Mittag-LefQer 
n'en avait nulle connaissance lorsqu'il a fait sa belle découverte. 

Le fait essentiel qui se dégage de cette revue rapide des travaux 
de Cauchy sur les séries divergentes, c'est que le grand géomètre 
n'a jamais perdu de vue la question des séries divergentes et a 
cherché constamment à atténuer cette proposition « un peu dure », 
suivant ses propres termes, qiCune série di^'ergente n^a pas de 
somme. Les successeurs immédiats de Cauchy, au contraire, ont 
accepté cette proposition sans atténuation ni restriction, et parais- 
sent avoir perdu complètement de vue les eflbrts qu'il a faits pour 
en diminuer la brutalité, ils conservèrent seulement le souvenir 



( ' ) Comptes rendus, l \X, p. Sjq. — Œuvres de Cauchy, série I, l. IX, p. 19. 



IIISTORIQLE KT GÉNÉRALITÉS. l3 

de la théorie relative à la série de Stirling; mais la possibilité 
d'utiliser pratiquement cette série divergente apparaissait comme 
une curiosité tout à fait isolée, et sans importance au point de 
vue des idées générales que l'on pouvait chercher à se faire sur 
l'Analjse. 

Les séries divergentes depuis Caucliy. — Le problème actueL 

Comme nous venons de le dire, on cessa, après la mort de 
Cauchy (iSS-j), de se préoccuper des séries divergentes; c'est 
seulement plus de vingt ans après que paraît un travail se ratta- 
chant à cette question; je veux parler du Mémoire de Laguerre 

sur V intégrale (*) 

e~'dx 



s. 



Nous dirons quelques mots de ce Mémoire au début du Cha- 
pitre II; contentons-nous de remarquer ici qu'il renferme seu- 
lement un fait isolé et ne paraissant pas pouvoir servir de base à 
une théorie générale. C'est seulement bien plus tard que Stieltjes, 
généralisant d'une manière fort large le résultat de Laguerre, a 
créé la belle théorie que nous exposerons dans ce Chapitre. 

Mais c'est à 1886 qu'il faut faire remonter les premières re- 
cherches à la fois générales et rigoureuses, sur des séries diver- 
gentes. A cette époque, parurent simultanément deux Mémoires, 
l'un de Stieltjes (2), l'autre de M. Poincaré (^) sur les séries que 
le premier appelait semi-convergentes et le second asympto- 
tiques. C'est ce dernier terme qui a prévalu; la théorie de 
M. Poincaré a, en effet, une portée bien plus haute que celle de 
Stieltjes, comme on s'en rendra compte aisément en lisant le 
Chapitre 1. 

Ce qui caractérise la théorie de M. Poincaré et lui donne sa 
grande importance, c'est qu'elle est basée essentiellement sur la 



(') Œuvres de Laguerre, t. I, p. 428. ~ Bulletin de la Société mathématique 
de France, l. VII. 

(') Stieltjes, Recherches sur quelques séries semi-convergentes {Annales 
de l'École normale, 188G). 

(^) Poincaré, Acta mathematica, t. VIII. 
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possibilité d'appliquer aux séries as jmpto tiques, dans des condi- 
tions bien déterminées que nous apprendrons à connaître, les 
règles ordinaires du calcul algébrique et du calcul intégral. Les 
opérations ainsi effectuées correspondent exactement aux opé- 
rations analogues effectuées sur les fonctions que l'on fait 
correspondre aux séries. C'est là le fait essentiel qui est le fon- 
dement de la théorie de M. Poincaré et qui doit être, mutatis 
mutandis, le fondement de toute théorie des séries divergentes 
qui aspire à être susceptible d'applications. 

On trouvera dans les Chapitres III, IV, V, l'exposé de travaux 
plus récents sur les séries divergentes, travaux dans lesquels j'ai 
eu une part assez grande pour qu'il ne m'appartienne point de les 
commenter; je préfère terminer ce Chapitre en indiquant briève- 
ment les principes fondamentaux qui m'ont guidé et qui dérivent 
d'ailleurs des remarques qui viennent d'être faites à propos de la 
théorie de M. Poincaré. 

Il semble qu'à propos des séries divergentes on puisse se poser 
deux problèmes principaux, dont le second est, comme nous le 
verrons, un cas particulier du premier, mais mérite cependant 
d'être traité à part. 

Le problème fondamental est le suivant : Faire correspondre 
à chaque série divergente numérique un nombre tel que la 
substitution de ce nombre à la série, dans les calculs usuels oîi 
elle peut se présenter, donne des résultats exacts, ou du moins 
presque toujours exacts. Il y aura lieu d'ailleurs, une fois ce 
premier résultat acquis, de fixer des classes, le plus étendues pos- 
sible, de méthodes de calcul dans lesquelles on est certain que la 
substitution du nombre à la série est légitime. Pour les calculs ne 
rentrant pas dans les classes étudiées, on devra regarder le résultat 
obtenu comme seulement probable, et chercher à le vérifier par 
d'autres méthodes. 

Il est d'ailleurs à peine utile d'observer qu'on ne peut guère 
espérer résoudre le problème précédent pour toutes les séries 
divergentes; l'infinité non dénombrable des modes de divergence 
paraît être un obstacle insurmontable; mais ce serait déjà un 
résultat fort important de l'avoir résolu pour les séries diver- 
gentes que Ton peut être effectivement amené à rencontrer dans 
les applications. 
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On pourrait d'ailleurs être amené, comme nous en verrons des 
exemples plus loin, à attribuer plusieurs sommes différentes à 
une série divergente (*); ce fait peut paraître tout d'abord étrange 
et paradoxal; il n'aurait pas paru moins étrange à un géomètre 
du XVIII* siècle d'entendre affirmer que l'intégrale définie 



r^dz 



n'a pas seulement pour valeur log2, mais doit être considérée 

comme égale à 

log2 H- 2Airt, 

k étant un nombre entier quelconque. 

Mais nous laisserons à peu près complètement de côté cette 
question des valeurs multiples des séries. 

Il est aisé de fixer, a priori, diverses conditions auxquelles 
devra satisfaire le nombre que nous appellerons la somme de la 
série divergente, par une extension naturelle du sens de ce mot. 

Il est d'abord clair que si les séries de termes généraux Un et Vn 
ont pour somme U et V, la série de terme général aun"\- bvn 
devra avoir pour somme aU-|- 6V, quelles que soient les con- 
stantes a et b, 

U est clair aussi que si la série 

Mo -*- Wl -H Wî -h . . . 4- M/i H- . . . 

a pour somme U, la série 
doit avoir pour somme 

U — (Mo H- "l-+- Mî-H. . .H- M/<-i)- 

De même, dans des conditions à préciser, la multiplication des 
séries divergentes devra être possible, et la série produit devra 
avoir pour somme le produit des sommes des séries /ac^ear^. 

Les remarques précédentes permettent déjà de calculer la valeur 
nécessaire que l'on doit attribuer à la somme de certaines séries, 
si toutefois il est possible de leur attribuer une valeur. Nous les 



(' ) Et aussi à une série convergente. 
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avons déjà utilisées, en fait, page 8, à propos de la série d'Eulcr. 
Voici un autre exemple : soit 

A- = I — 2 4- 4 — 8 4- 1 G — 3'2 -f- 

On a 

5 — 1 —2(1 — 2-1-4 — 8-i-iG — . . .) = i —iSf 
d'oii 

11 est cependant deux opérations que Ton devra se garder d'ef- 
fectuer sur les séries divergentes : c'est le changement de l'ordre 
des termes, et le remplacement de termes consécutifs par leur 
somme (*), lorsque ces opérations seront faites une infinité de 
joiSy car il résulte, d'une remarque faite à la page précédente, que 
ces opérations sont légitimes lorsqu'on ne les effectue qu'un 
nombre limité de fois. 

11 est manifeste d'ailleurs que la seconde des opérations dont 
nous venons de parler ne saurait être légitime si la première ne 
l'est pas; car, en ellectuant successivement cette seconde opéra- 
lion et l'opération inverse, on peut obtenir un changement pur et 
simple de l'ordre des termes, c'est-à-dire effectuer la première 
opération (2). 

Or, un peu de réflexion suffit pour se rendre compte que ce 
changement de l'ordre des termes ne saurait être légitime. 

On sait, en effet, que, même dans le cas des séries convergentes, 
on peut modifier la somme à volonté en changeant l'ordre des 
termes, toutes les fois que la série n'est pas absolument conver- 
gente. 



(') Ou, inversement, la décomposition d'un terme eu une somme de plusieurs 
autres. 
(') Par cicmplo, la série d'Euler s peut s'écrire 



c'esl-à-dirc 



et ensuite 



c'esl-à-dire 



ou — s. 



(1 — i)-f-(i — i)-:-(i — i)-i-..., 

O -j- o -i- O -!- G 1-. . . 

(_,.}- l) _i- (_, _i. ,) 4- (_, .^- ,) f. ... , 

~ 1 l I - I -f- I — . . . 
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D'ailleurs, on peut démontrer (*) que si l'on désigne par On le 
déplacement du terme de rang /i de la série, c'est-à-dire la diffé- 
rence entre les nombres qui expriment son rang dans la série pri- 
mitive et dans la série modiliée, il suffit, pour que le changement 
de l'ordre des termes n'altère pas la valeur de la série, que l'on ait 

(i) lim.o„_^//„= o, 

ou bien 



W:= 00 



(l') \iin ^nUn^p^ O, 



n—.» 



quel que soit l'entier positif p qui peut varier avec n; ces deux 
conditions sont d'ailleurs équivalentes; mais il ne suffit pas que 
l'on ait 

('2) lirno,,!/,, = 0. 

Or, pour une série convergente, dont les termes tendent néces- 
sairement vers zéro, la condition (i) est nécessairement vérifiée si 
tous les On sont finis. Mais pour une série divergente, dont les 
termes ne tendent généralement pas vers zéro, la condition (2) ne 
sera pas vérifiée, même si les On ne dépassent pas l'unité. Il est 
donc fort naturel, par analogie avec ce qui se passe pour les séries 
convergentes, que le changement de l'ordre des termes altère la 
valeur de la série. Des exemples très aisés à former montrent 
d'ailleurs qu'il en est effectivement ainsi. 

On doit donc considérer, dans une série, le rang de chaque 
terme comme faisant partie intégrante de ce terme; une série 
n'est pas seulement une collection dénombrable de nombres; c'est 
une telle collection, dont les éléments sont rangés dans un ordre 
déterminé, et cet ordre importe autant que la valeur des éléments. 
Sans doute, pour les séries absolument convergentes, la somme ne 
dépend pas de cet ordre et, à un certain point de vue, on peut 
en faire abstraction; mais il n'en serait sans doute plus de même 
si Ton s'inquiétait des diverses valeurs que peuvent avoir ces 
séries, comme nous l'avons dit p. i5. 

Cette manière de considérer les séries : une collection de 



(') Voir BoREL, Sur le changement de l'ordre des termes d*une série semi- 
convergente {Bulletin des Sciences mathématiques, 1890). 

E. B. (3) 2 
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nombres, dont chacun a un rang déterminé, est, à mon sens, 
tout à fait essentielle en Analyse ; il faut y ajouter qu'une modi- 
fication portant sur un nombre limité de rangs, et pouvant par 
suite diminuer tous les rangs d'un nombre fixe, à partir d'un cer- 
tain terme, est sans importance ; mais c'est à V infini, si l'on peut 
ainsi s'exprimer, c'est-à-dire dans les termes dont le rang augmente 
indéfiniment, qu'il importe de ne pas bouleverser l'arrangement 
de la série, sous peine de changer complètement son caractère. 

Laissant maintenant de côté les séries divergentes numériques, 
passons au second problème que nous avions annoncé : il est 
relatif aux séries de fonctions toujours divergentes. La théorie des 
séries de fonctions tantôt convergentes, tantôt divergentes, sui- 
vant la valeur de la variable (ou des variables) se rattache, en 
effet, à la théorie du prolongement analytique et il n'y a pas lieu 
d'y insister ici; nous en parlerons dans le Chapitre IV. 

Le problème actuel est, comme nous l'avons dit, un cas parti- 
culier du précédent puisque, si l'on savait calculer la somme de 
la série numérique obtenue en donnant à la variable (ou aux 
variables), dans la série de fonctions, une valeur particulière 
quelconque, on aurait la connaissance complète des valeurs nu- 
mériques de la fonction représentée j)ar la série. Cette fonction 
serait donc connue, au moins théoriquement, et son étude rendue 
possible. 

Mais on conçoit qu'il puisse être le plus souvent avantageux 
d'étudier cette fonction directement, sans passer par l'intermé- 
diaire de ses valeurs numériques, et c'est pourquoi nous avons 
distingué ce second problème du premier. 

Le cas particulier de ce secon<l problème qui paraît être de 
beaucoup le plus important, dans l'état actuel de l'Analyse, est 
celui qui est relatif aux séries de puissances toujours divergentes. 
Nous nous en occuperons à diverses reprises dans le courant de 
cet Ouvrage. 

Remarquons simplement ici que ces séries se présentent natu- 
rellement, comme intégrales vérifiant formellement des équations 
différentielles, et qu'il est par conséquent tout indiqué de cher- 
cher à déterminer, à l'aide de ces séries, les fonctions intégrales. 

Il est clair, d'ailleurs, sans qu'il soit besoin d'insister sur ce 
point, que les règles de sommation de ces séries de fonctions 
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devront satisfaire aux lois fondamentales que nous avons reconnu 
être nécessaires pour les règles de sommation des séries numé- 
riques. En particulier, pour les séries de puissances, la multipli- 
cation s'effectue d'après des règles évidentes : elle devra donner 
pour résultat une série dont la somme sera le produit des sommes 
des séries facteurs. 



Terminons en indiquant brièvement le plan de ce Livre. 

Le Chapitre 1 est consacré aux séries asjmptotiques, dont la 
théorie est dominée par les travaux de M. Poincaré. Cette théorie 
permet de faire correspondre, dans des cas déterminés, à une série 
divergente un nombre connu seulement avec une certaine 
approximation . 

Au point de vue des applications aux problèmes pratiques, et 
en particulier à ceux de la Mécanique céleste, celte solution est 
pleinement satisfaisante, du moment que l'approximation est assez 
grande. Mais, au point de vue théorique, cette méthode ne permet 
point de déterminer exactement la fonction qui correspond à une 
série analytique; nous verrons, en effet, d'après M. Poincaré, qu'à 
chaque série asymptotique correspondent une infinité de fonc- 
tions distinctes. 

Les séries asymptotiques peuvent cependant rendre de grands 
services pour l'étude des intégrales des équations différentielles 
indépendamment de leurs applications au calcul numérique. En 
effet, en général, parmi l'infinité de fonctions que représente la 
série, une seule vérifie l'équation différentielle : à la série corres- 
pond donc, lorsqu'on lui adjoint l'équation différentielle, une 
fonction déterminée, et l'on conçoit que la considération simul- 
tanée de la série et de l'équation permette d'étudier cette fonction. 

Le Chapitre II est consacré à l'étude des rapports entre les 
séries divergentes et les fractions continues-, les travaux fonda- 
mentaux de Stieltjes sur la question y occupent la plus large place. 
A la fin de ce Chapitre j'indique une généralisation récente des 
résultats de Stieltjes (*), généralisation faite en vue de Tapplica- 



(* ) Voir BoREL, Mémoire sur les séries divergentes {Annales de l'École Nor- 
male, 1899, p. ii3 et suiv.). 
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lion possible des règles du calcul aux séries divergentes consi- 
dérées. 

La portée des résultats de Stieltjes est ainsi notablement étendue 
et leur application à la théorie des équations diirérenliclles est 
rendue possible. 

Le Chapitre III est consacré à l'exposition d'une généralisation 
de la notion de somme que j'ai indiquée il y a quelques années; 
dans le Chapitre IV, j'étudie les rapports de cette théorie avec 
celle du prolongement analytique et j'indique quelques résultats 
obtenus récemment par divers géomètres, dont les travaux ont été 
inspirés par la théorie des séries divergentes sommables et qui, à 
ce titre, trouvent naturellement leur place ici. 

Enfin, dans le Chapitre V, après avoir exposé un très beau 
ihéorèmequc M. Mittag-Leffler a obtenu récemment en cherchant 
à généraliser certains résultats des Chapitres III et IV, je montre 
comment les idées exposées sur les séries divergentes permettent 
d'aboutir, dans cette voie, à des résultais bien plus étendus, et 
j'étudie les rapports de cette théorie nouvelle avec les autres 
théories des séries divergentes. 



CHAPITRE I. 

LES SÉRIES ASYMPTOTIQVKS. 



Cauchy et la série de Stirling, 

Comme nous l'avons vu, les premières recherches sur les séries 
asymptotiques sont dues à Cauchy (*), et sont surtout relatives à 
la série de Stirling. Mais la théorie générale de ces séries n'a été 
établie que récemment, par les travaux de M. Poincaré. 

La série de Stirling, la première série divergente employée pra- 
tiquement, sert à calculer la fonction F (s) quand z est très grand. 
La fonction V{z) est définie par l'intégrale 



r(c)= j x^-^e^'dx. 



En intégrant par parties on obtient la relation 

d'où l'on déduit que, pour les valeurs entières de /i, on a 

Lorsque n est très grand, les valeurs de n\ sont très pénibles à 
calculer, et cependant il est important, notamment dans bien des 
questions de calcul des probabilités, d'en connaître une valeur 
approchée. 

Nous partirons de la formule suivante que l'on démontre dans 
les cours d'Analyse (uo/V, par exemple, Jordan, a*" édition, t. II, 
p. i8o) : 

Iogr(^)= / ;; j log5 — 3 -+- - logar -h m (5) 



(') Cauchy, Comptes Rendus, t. XVII, p.370 (28 août i8'|3). Œuvres^ série I, 
t. VIII, p. 18. 
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avec 

», A « — ' 



dx 

X 



Le calcul de la fonction T{z) est ainsi ramené au calcul avec 
approximation de la fonction tjs{z). 

Nous supposerons :; réel et positif, ce cas étant seul intéres- 
sant dans les applications. L'intégrale prise à partir de o a un sens. 
On a en effet : 



I 



(X x^ r^ \ 
— -(iH h...)= — I h Aa- -h 

X \ '1 J X 1 

Donc 

( )— - = (/Vh-...) dxy 

\i — e-^ X 1/ X 

et l'on voit que le coefficient de dx est fini pour j: = o. Il en 
résulte immédiatement que la fonction ^(s) tend vers zéro si z 
croît indéfiniment. 

Pour avoir une première approximation, remarquons que Ton a 



• ' 1— xjr\ • I 



fe-^^dx = ( 



'0 ^ ^ , .. z 



d'où Ton déduit l'inégalité 

Jr * 'M 

f f(x)e''^^dx^<^~9 

M étant le maximum de la valeur absolue de la fonction /(x) sup- 
posée constamment finie dans le champ d'intégration. 

Cette formule pourra suffire dans certains cas; mais on ne con- 
naîtra pas l'erreur commise. 

L'intégrale ^{z) tendant vers zéro lorsque z croît indéfiniment, 

il est naturel de la développer suivant les puissances de -• Ce 
développement introduit les nombres de Bernoulli. On a 

X __.r 

I 1 ' _ ' ï ■+■ ^"'^ I _ I e' -^ e ' ' __ * ^^ ' 

I — e~^ X 2 ~~ 2 I — e ^ X 2 •'' _f X ~~ 2 2 X 
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En se servant de la formule 



1 = «0 



I V^ 9.-3 

i: cotir^ = >. -5 ; ' 



poui 



on obtient 



n = I 



^ = — ; 

271 



I 






1 



et par suite 

/__' '-iU^^y '_ 

\\ e-^ X 'Àj X JmdX'-i- ^n-Tz^ 



1 



_ ^ r I x"* 



37* 



(4/i*7r*)3 



• • • 



D'ailleurs 



ICI I 1 V' I _ * V 






en posant 



„ (ip)l / I î \ 

B,, — 2 ' ^ 1 I -r- -^ -^ or;; -^ • • • • 
' (i-y-py 2^P 3*/» / 



Les nombres B^, ainsi définis sont les nombres de Bernoulli. 
Ils sont rationnels, bien que cette propriété n'apparaisse pas sous 
la forme précédente; mais elle est évidente, si Ton remarque que, 
pour développer en série cot.«, il suffit de diviser l'un par l'autre 
les développements de cos^ et sin;:, lesquels sont tous deux à 
coefficients rationnels. 

Nous aurons alors 



( 



I I i\ I B, Bî B3 . 

X^ -7- -.r-: X* — 



1 - - e-^ X '1 1 X i\ 4 î 6 î 

et l'intégrale ^(5) peut s'écrire 



xs 



^'^=Jyà-'!^=^''->-■y■■'''■ 



Nous aurons donc à calculer des intégrales de la forme 

/x^" e~^' dx qui se ramènent immédiatement aux fonctions F 
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en posant zx:r^y^ ce qui ne change pas les limites, puisque z est 
réel et positif. On obtient 

On trouve donc 

B, I B, I B3 I 

Or les nombres de Bernoulli de rang élevé augmentent rapide- 
ment avec leur indice, car on a 



B/,-4-1 (î/?-h l)(a/)-4-îi 



( > ^ — s — ^ ô. --+-••• ) 



Bp 4-* /.Il 

d'où 

Bp-m ^ (2/?-f- l)(2/? -+- 2) 



• — .> 



A(2/> -H l)(2/) -h 2), 



B„ ' 4:r« II 

I-4----+- 1- 

2« 3î 

A étant une constante. 

Donc ce rapport croît indéfiniment avec /?. 

Le rapport d*un terme au précédent dans la série rîj(3) a pour 
valeur absolue 

B^-M (2 /> — 1)2/? I 

Bp (2^-hl)(2/? M- 2) ^* 

et, par suite, quel que soit 5, il croît aussi indéfiniment en même 
temps que /?. 

Le développement que nous avons trouvé pour Tit(2) est donc 
divergent. Les opérations que nous avons faites, présentées sous 
cette forme, ne sont par conséquent pas légitimes. Néanmoins 
Cauchy a montré que, sans qu'il soit besoin de faire aucun autre 
calcul, on peut légitimement employer le développement trouvé 
pour le calcul approximatif de i«y(.3). 

Nous avions à calculer l'intégrale 




Or Cauchy a fait la remarque suivante : Si l'on désigne par a ety 
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des nombres positifs et que Ton considère le quotient 

la progression géométrique obtenue peut être convergente ou 
divergente, mais la valeur absolue du reste est toujours plus 
petite, soit que le dernier terme calculé, soit que le premier 
négligé. Elle est d'ailleurs de même signe que le premier terme 
néghgé. 

Cette propriété, vraie pour des progressions géométriques, le 
sera encore pour des sommes de progressions géométriques, de 
raison négative. 

Nous avons obtenu le développement 



z 



2 B, B,a:î B, , 



4 /lî t:* H- a:* 2! 4! C! 



1 



comme une somme de telles progressions. Donc, en nous arrêtant 
au terme (— i V"* ~^-, x-P"'^, Terreur sera ,— '^^^-r, x^p, 6 étant 
compris entre o et i . Dans Tinlégration qui donne ^{z) le terme 

complémentaire précédent donnera comme coefficient de -, ^"^* . 

'^ ^ ('ip-hi)\ 

c'est-à-dire que la propriété fondamentale des progressions : Cer- 
reur est plus petite que le premier terme né g lige y subsiste si 
l'on multiplie par e""^-^ et si Ton intègre. Elle appartient donc à la 
série de Stirling, et Ton a 

Bi I B, i . X , B„ I 



''(») = v^ -- T^ ^, +•••+ (-O- 



1 .2 >s 34^' (2n — 1)2/1 -5"*-* 

^ 0(— 1)« , ^^^ -L_ (o < < I). 

^ ^ (2n-M)(2n-+-2) ^2"+» V ^ -^ ; 

Il est donc possible de se servir de cette série divergente pour 
le calcul de ^{z) et par suite de logr(^), en ayant soin de s'ar- 
rêter au terme le plus petit. Or il est aisé de voir que ce plus petit 
terme décroît très rapidement lorsque z augmente, de sorte que 
Ton a une approximation très considérable. 
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On voit que la méthode de Cauchy ne s'applique pas seule- 
ment à la série de Stirling, mais s'étend immédiatement à une 
classe étendue de séries analogues. 

La théorie de M. Poincaré, 

L'idée de chercher à construire une théorie générale des séries 
asjmptotiques paraît être venue simultanément à Stieltjes et à 
M. Poincaré. Stieltjes leur donna le nom de séries semi-conver- 
génies. Nous n'adopterons pas cette dénomination, qui prête à 
une ambiguïté (*), mais celle de séries asymploliques due à 
M. Poincaré et qui est maintenant consacrée par l'usage. La 
théorie de M. Poincaré a d'ailleurs bien plus de portée que celle 
de Stieltjes. 

Néanmoins les travaux de Stieltjes sont intéressants, et nous 
allons en dire quelques mots, avant de passer à l'étude de la 
théorie de M. Poincaré. Stieltjes suppose que l'on part d'une 
fonction déterminée, que l'on veut étudier pour les valeurs très 
grandes de la variable. 

Considérons une fonction F(a) d'une variable positive a. Sup- 
posons que lorsque a augmente indéfiniment cette fonction ail 

une limite 

lim F(a) — Co, 



a — » 



On peut dire que Cq donne une approximation de F(a) pour 
une valeur très grande de a. Cherchons si l'on peut trouver une 
approximation plus grande. F(a) — Cq tend vers zéro. Mais il se 
peut que le produit par a de cette quantité ait une limite 

lim a[F(a)— Co] = C|, 



a---. 00 
OU 



liinarF(a)— Co— --l=o. 

« = « L ^ J 

11 se peut encore que l'on ait 

lima«rF(a) — Co— --l = Cï, 

rr = «0 |_ ^ J 

et ainsi de suite. 



(') On appelle souvent semi-convergentes les séries non absolument conver- 
gentes. 
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On est conduit à écrire 

F(a)=Co4- — -f-^-T-.... 

a a- 

Il pourra arriver que le développement ainsi trouvé soit divergent. 
On peut alors se demander si ce développement ne peut pas tout 
de même être utile pour le calcul de la fonction F (a). On écrira 

G G 

et la question se posera d'étudier R;,; selon le résultat de celte 
élude, on se servira ou non de la série. On n'aura pas à propre- 
ment parler à étudier une série divergente, mais une certaine 
fonction R;,. 

Stielljesa fait observer qu'on avait surtout étudié auparavant les 
séries pour lesquelles les signes sont allernés et qu'il appelle séries 
de première espèce y donnant le nom de séries de seconde espèce 
à celles dont tous les termes ont le même signe. 

En général, les séries de première espèce sont telles que le 
reste R^ est inférieur au dernier lerme calculé ou au premier 
terme négligé. On peut calculer ces séries sans scrupule aussi 
loin qu'elles paraissent converger. 

Considérons maintenant une série de seconde espèce, par 

exemple 

„ , , I î \ .'>. 1 . 2 . 3 . . . ( « — I ) -^ 

F(a)r-^--+- — H --f-...H -^ -hR«. 

Si a est déterminé, ainsi que F(a), le reste R„, quand n augmen- 
tera, sera d'abord positif, puis négatif et décroîtra jusqu'à — oo. 
Ce qui est important, c'est la détermination de la valeur de n 
pour laquelle R« se rapprochera le plus possible de zéro. La série 
précédente se rencontre dans l'élude du logarithme intégral qui 
est défini par la formule 

\i{x) = ; î 



li 



C'est une transcendante fort intéressante qu'on rencontre dans 
beaucoup de problèmes. Voyons le sens qu'il faut attribuer à cette 
formule. 

Si a: <! I, l'intégrale a un sens. Pour x -= i^ l'intégrale devien- 
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drait infinie. Si a: >> i, on remplace l'intégrale par ce que Cauchy 
appelait la valeur principale, c'est-à-dire 



e=o\Jo J\+t)' 



On constate aisément que celte limite existe lorsque e tend vers 
zéro (*). 

Si l'on remplace x par e^ dans le logarithme intégral, on trouve 
le développement divergent qui précède 

!•/ «\ «r* ^ '•* i.a...(n— i) r» 1 

li(e«) = e« - -I- -- H .- H '- H R„ . 

[^a a* a^ «« J 

On peut obtenir aussi, pour le logarithme intégral, un développe- 
ment convergent. Mais Stielljes a montré que le développement 
divergent donne des résultats bien meilleurs pour le calcul (*). 
La méthode de M. Poincaré est plus générale. Elle permet 
d'étudier les intégrales d'un grand nombre d'équations différen- 
tielles (3). 

Son principe consiste, après avoir défini la correspondance 
entre une fonction et une série asjmplotique, à constater que 
cette correspondance se conserve dans la plupart des opérations 
simples. 

Considérons une fonction i{x) et le développement 



P . Ci G, 
X x^ 



On dira que ce développement, qui peut être divergent, repré- 



(') D'une manière plus générale, on sait que, si/(c) est infini, on définit l'in- 
tégrale comme il suit 

/ f(x)dx—\\v[\\ f f{x)dx-\- f f{x)dx\, 

£' ^ 

e et e' tendant vers zéro indépendamment l'un de l'autre. 

Cauchy a introduit la valeur principale en faisant e = e', et il se peut que la 
valeur principale existe alors que la valeur générale n'existe pas. 

(') Voir Stieltjes, Becherches sur quelques séries semi-convergentes {An- 
nales de l'École Normale, i886). 

(^) Voir PoiNCAHÉ, Sur les intégrales singulières des équations différen- 
tielles {Acta mathematica, t. VIII). 
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sente asymptotiquement la fonction si la difierence 



J( 



X) — ( (_J0 -H -r- . . . -T — — J 

\ X X" / 



est, lorsque a: croît indéfiniment, d'un ordre de grandeur inférieur 

à — > c'est-à-dire si le produit de cette diflerence par x^ tend vers 

zéro. 

En appelant tn ee produit, ou aura 

lim 07'* J(^) — (Go-^- -- H-. . . i ^ ) I = linf* ^/i = o 

a- = «0 [ \ ^ X'^ / J jr = «o 

et 

' ^ X x'*-^ X'* 

Si Ton considérait la courbe y =^ J(^) et les courbes y --^ S„(x) 
obtenues en prenant les sommes successives des termes de la 
série, ces courbes seraient asymptotes à la première, et le con- 
tact à rinfini deviendrait de plus en plus intime à mesure que n 
croîtrait. 

Lorsqu'on se donne une fonction i(jc)^ il est facile de savoir 
s'il y a un développement la représentant asymptotiquement. 11 
suffit, en effet, pour le déterminer d'appliquer la méthode que 
nous avons exposée d'après Stieltjes. Si ce développement existe, 
il est d'ailleurs unique. C^etle représentation a un inconvénient : 
c'est qu'une même série peut représenter asymptotiquement plu- 
sieurs fonctions. 

Considérons en effet, par exemple, la fonction e~^. 

On a 

lim e--^= o = Go, 

lim ^^(«j-* — Co) = — G|, 



.r^ «B 



lim x^ (e-^— Go— -^] :.= o = G., 



La fonction e~^ est donc représentée asymptotiquement par un 
développement identiquement nul. 

Si donc une fonction J(^) est représentée par 



Cl c* 

^0-+- V ■+■ -T. 

X JT* 
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il est clair que la fonction J{x)-r'e~^ sera représentée par le 
même développement. Ce n'est qu'en l'assujettissant à d'autres 
conditions qu'on déterminera la fonction représentée par une 
telle série. Par exemple, si l'on considère une équation différen- 
tielle, le fait que la fonction cherchée est une intégrale de l'équa- 
tion suffira souvent pour que son développement asymptotique 
la détermine. 

Maintenant que nous avons déGni la représentation asympto- 
tique des fonctions, nous allons étudier ce que devient cette 
représentation quand on effectue sur les fonctions des opérations 
simples. 

Tout d'abord on voit immédiatement que la représentation 
asymptotique est conservée par Yaddition et la soustraction (*). 

Si l'on a 



J (ir) = Co-i h. ..H » 

c\ c„ -h e! 



^ ^ ^ X X'' * 

In et e^^ tendant vers zéro lorsque x croît indéGniment, on aura 



J(a7) - J'(a')=::(CoH-ci)-f- 



• • • 



X ir'* 



c«-f- ^'/i tendant encore vers zéro lorsque x croît indéfiniment. 

Effectuons maintenant la multiplication des deux fonctions J 
et J'. On aura 

,,, , , f'ac,'^-^ c^c.'^ ^0 c'„ -A- . . . -t- o« r^ Coe'„-+- r;>en 

J J — CqCq -t- — " — - - '■ 



X X,t x^ 



OU 



J . ^ ^* ^ ^1 , . _ -/ 



11/ ^ ^1 ^Q^ \ ~^ ^X^o , , ^0^/» ~T- . . . -f- C;/ <în Tj 

JJ = CqCq-, r-. . .H 1 -f 

X X'^ T" 

t\ tendant visiblement vers zéro quand x croît indéfiniment. 

Si donc deux fonctions sont telles que chacune d'elles est 
représentée par une série asymptotique, il en est de même de leur 
produit et la série asymptotique qui le représente est le produit 

( ' ; Nous avons, en fait, déjà utilisé cette propriété pour la somme J(j:) -h e~*. 
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des deux séries données. Nous dirons plus brièvement (\n on peut 
multiplier deux séries asympto tiques. Comme corollaire, on 
peut élever à une puissance quelconque une série asjmptotique. 
On pourra donc aussi calculer un polynôme dont les divers 
termes seront les puissances d'une série asymptotique 

F(J) = Ao-4- AiJ H-...-4- ApJ/». 

On peut aller plus loin, et énoncer un résultat très important : on 
peut remplacer le polynôme précédent par une série conver- 
gente, à condition toutefois de prendre certaines précautions. 

Soit 

/( J ) = Ao 4- Aj J -f- . . . -+- A,, J/M- . . . 

une série convergente dont le rayon de convergence p soit supé- 
rieur à |co|. J(«2^) tendant vers Cq lorsque x croît indéfiniment, 
pour X assez grand la série convergera par suite de la condi- 
tion p>|Co|. /(J) définit une certaine fonction de x^ ^i^)- Je 
dis que cette fonction est susceptible d'une représentation asymp- 
totique que l'on obtiendra en remplaçant, dans la série y, J par la 
série asymptotique correspondante et en cfTecUiant les calculs. 

On a 

lim Y(t) = Ao-f- AiCo-4-. . .-h ApCjH-. . .— Co, 

X=00 

F(a7) — Co= Ai(J — Co) H-. . .-r- Ay,(J/'— cj) -r- 

Calculons lima:[F(:r) — Co]. Nous savons que x{iP — cj) a 
une limite bien déterminée. (1 suffit, pour avoir cette limite, 
d'élever à la puissance p le développement asymptotique de J(^) 

X 

On a donc 

Nous connaîtrons donc la limite C| de :r[F(T) — Co]. 
On obtient 

la série étant visiblement convergente, d'après l'hypothèse faite 
sur le rayon de convergence de/(J). 

En continuant ainsi nous verrions qu'il suffit de remplacer 
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partout 3{x) par soq développement asjmptolique pour avoir 
celui de F{x), 

Nous aurions pu éviter tout calcul en faisant la remarque sui- 
vante : Le développement en série asymptotique est unique; si 
d'ailleurs il est convergent il suffit pour l'obtenir de l'aire la sub- 
stitution indiquée. Il doit donc en être de même quand le déve- 
loppement est divergent. 

Au point de vue de la convergence la seule question qui pour- 
rait se poser est celle de la convergence des développements suc- 
cessifs définissant Go, G|, .... Or, l'emploi de la formule de 
Tajior montre immédiatement que ces développements s'expri- 
ment linéairement au mo^^en des séries f {co)y f" {cq)^ . . . qui 
sont toutes convergentes, par hypothèse; dans l'expression de 
chacun des coefficients Cpy il ne figure d'ailleurs qu'un nombre 
limité de ces séries (les/? premières). 

Passons au cas de la division. i{x) étant représentée comme 

précédemment, considérons j- — • Nous pourrons l'écrire 



I 



•x-^) cA,^ '•• . '•' 



['1 's 



OU, en posant 



*(.)= '^ '•^ 



CqÛC CqX 



2 



J {X) 






Cette série est convergente si |^|<! '. Mais ^ tend vers zéro 
lorsque x devient infini; la condition p ^Icol est donc remplie, 
puisque, pour <ï>, Co est nul. On peut donc, avec la seule restric- 
tion de ne pas diviser par une quantité nulle, c'est-à-dire en sup- 
posant Co ;^ o, diviser l'unité par i{x) et l'on obtiendra comme 

quotient le développement asjmptotique de la fonction p- — -• 

On peut par suite diviser l'une par l'autre deux séries asympto- 
tiques pourvu que le premier terme Co de la série diviseur ne soit 
pas nul. 

JNous allons voir maintenant qu'il est permis d'intégrer une 
série asymptotique. 
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Supposons que Ton ait asjmptoliqueinent 
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Je dis que l'on aura de même 



/'[^(^)---5]'''=s-.â-- 



■m 



■\- 



(m -- i)ar'"-A 



Nous faisons passer dans le premier membre les termes Cq et -' 

afin de ne pas introduire des intégrales dépourvues de sens. 
Nous pouvons écrire 






Z'n 



En intégrant nous aurons 



\ 



X 



x H— '']*"./: a— i;h-x iï"" 

On sait que £,„ tend vers zéro lorsque z croît indéfiniment. 

Donc le second membre tend vers une limite quand X croît 
indéfiniment. Il en est de même du premier et l'on peut écrire 

\}{Z) — Cq \dZ = .- r -n. . .H r H -y 

j. \_ ^ A X '1 x^ ni — \ x"^-^ x"*-^ 

r^m tendant vers zéro lorsque x croît indéfiniment. En effet, 






ikm étant égal à la plus grande des valeurs que prend e,,, lorsque z 
est compris entre x et -\- oo. 
Donc 






.r z'" 



'im 



[J-ni 



I 



•//* 1 



m — 1 X 



m-l 



ce qu'on peut écrire 



T^,//l=0 - 



fJt/n 



m — I 



avec |0| < I 



E. B. (3) 
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•flm tend donc bien vers zéro. Par conséquent^ l'intégrale 



/■[j(.)_o.-5]rf. 



a bien pour développement asymplotique celui que nous avons 
indiqué. 



Nous écrirons cette intégrale 



La première intégrale est une constante que nous appellerons Co- 
Nous aurons alors 

Nous pouvons maintenant donner l'expression de / J{z)dz, 
On a 






z)az — cqX -f- Cl loga: -+- C 

° X -x x^ 



ce qui montre bien qu'on peut intégrer une série asymptotique. 
On déterminera C en donnant à x une valeur particulière. Le 
développement asymptotique ne commence pas ici par une con- 
stante, mais par deux termes qui augmentent indéfiniment avec x 

CoX-r- Ci\OQX. 

C'est là une généralisation, due à M. Poincaré, de la définition du 
développement asymptotique, généralisation qu'on est naturelle- 
ment conduit à introduire dans la théorie et que nous avons déjà 
rencontrée pour la série de Stirling. 

D'une manière générale, dire que l'on a asymptotique me ni 

*(J7) - /(^) H- ^(ar)^co-i- ^ ^- |ï •^- • •) 
signifie que Ton a 

'■ z=. Ca-\ -f- -£ -»- . . . 

g{X) X x^ 

asymptotiquement. 

Ceci ne concorde pas avec la première définition que nous 
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avions donnée* diaprés laquelle 

ar/«rF(a7)-Co-^-...j 

tend vers zéro, mais avec la seconde, qui fait intervenir la quan- 
tité tm tendant vers zéro. 

Il nous reste à examiner une dernière opération simple : la dif- 
férentiation. Celle-là n'est pas applicable aux séries asjmptotiques, 
du moins d'une façon générale. Et, en réalité, lorsqu'elle est légi- 
time, elle n'est qu'une application du théorème sur l'intégration. 
Tout ce qu'on peut dire, c'est que, si l'on considère une série 
asj^mptotique représentant F(^) et si l'on considère la fonc- 
tion F'(^*), si cette dernière fonction a un développement asymp- 
totique, ce développement est nécessairement celui que l'on 
obtient en dérivant le développement de F(^), car l'intégration 
du développement de F'(x) doit donner celui de F(:r). Mais la 
fonction F'(j?) peut ne pas avoir de développement asymplotique. 

Considérons, par exemple, la fonction 

e-^sin(e-*''). 

Le produit de cette fonction par x"^ tend vers zéro pour x infini, 
quel que soit m. Le développement asymptotique est donc identi- 
quement nul; il en est, par suite, de môme de la dérivée de ce 
développement. Or, la dérivée de la fonction est 

et le premier terme ne tend pas vers zéro lorsque x devient infini. 
Cette dérivée n'est donc pas susceptible d'un développement 
asymptotique. 

Avant d'appliquer les règles du calcul des séries asymptotiques 
que nous venons de donner, nous ferons encore quelques re- 
marques relatives à ces séries. 

Si l'on fait le changement de variables 1= -> on aura une repré- 

sentation asymptotique de la fonction au voisinage de l'origine. 
Ou aura 

Sm tendant vers zéro en même temps que /. 



3G CHAPITRE I. 

Si la fonclion et ses dérivées tendent vers des limites pour / = o, 
le développement précédent n'est autre que la série de Tajlor. 

Nous avons supposé que x croissait indéfiniment, ou, ce qui 
revient au même, que t tendait vers zéro, par valeurs réelles 
(positives, par exemple). Si t^ au lieu de tendre vers zéro avec un 
argument nul, le faisait avec un argument déterminé a, il suffirait 
d'effectuer le changement de variable te^^=^ t' pour revenir au cas 
étudié. 

Mais si l'argument varie, une même série asjmptotique peut 
représenter deux fonctions différentes, comme aussi elle peut ne 
représenter aucune fonction pour certaines valeurs de l'argument. 
On aura alors des arguments singuliers qu'on ne pourra franchir 
sans précaution. Et même, si la série est divergente, elle ne peut 
certainement pas représenter la même fonction pour toute valeur 
de l'argument ou du moins il ne peut pas exister des constantes Cq. 
ri, Ca, . . ., telles que, par exemple, le produit 

tende uniformément vers zéro lorsque x croît indéfiniment, à 

moins que i{x) ne soit une fonction holomorphe de - auquel cas 

la série correspondante est convergente. 

Dans l'étude de la représentation asjmptotique suivant les 
divers arguments, on devra faire varier a entre o et 2ir si la fonc- 
tion est uniforme, et, dans le cas général, entre — oo et -i-oo. 

Applicalions aux équations différentielles. 

On sait qu'il existe des équations différentielles telles que, si 
l'on cherche à déterminer une intégrale par des conditions ini- 
tiales, au voisinage de certains points, on obtient une série diver- 
gente. 

Il en est ainsi de l'équation 

x^ -j- = ax -+- oy. 

Supposons pour x = o, yo=o et cherchons à calculer les 
valeurs des dérivées successives de y. 
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En dérivant, on obtient : 

X^ — r-— -4- IX —.— =r= a -^ i? -.- • 

iix^ dx cix 

Si l'on suppose que -7^ n'est pas infini, on aura pour x = o 



( 



4^'A .-- - " . 



En dérivant une fois de plus on aurait (71-^) = — 77' 
Si enfin nous dérivons n fois, nous obtiendrons 

x^ -7— ■: -h 7.nx ,-- -\- n(n — i ) '-■ — b -—- , 

dx'^*-^ dxf* dx"-^ dx" 

d*oii Ton déduit 

(d'^y\ __ n{n — \) I d'*-^y\ _ n\{n — \)\a 

Si nous voulons écrire la série 



X , X 



1 



nous sommes amenés à écrire la série divergente 

y ^x x^ x^ j \ ^'* 

— — — ^ - - ^ -^\,}. -^^ -r- . . . -;- 1 . -2 . J . . . ( /i — I ) -^-^ -: — 

D'ailleurs, le développement divergent que l'on obtient aîosi 
y drVii^ formellement Téqualion difl\5rentiellc, c'est-à-dire que, si 
on le substitue ky dans Téquation et si Ton applique les règles 
ordinaires du calcul comme si la série était convergente, on trouve 
une identité. 

Si l'on considère maintenant Téquation 

la méthode de Cauchy perfectionnée par Briot et Bouquet consiste 
à calculer les dérivées dey pour x := o, en différentiant totale- 
ment par rapport à x> 

Dans le cas où les dérivées obtenues donnent pour y un déve- 
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loppemenl convergent., 

v' v* 

on fait le raisonnement suivant : 

Si Ton remplace j^ par cette expression dans F, et si F est une 
fonction analytique, on obtiendra une fonction analytique de x 

F — Ao -H A j j: H- A j ar' . . . . 

Mais par hypothèse y et ses dérivées sont choisies telles que F 
et ses dérivées soient nulles pour j; =o. 

Ces dérivées pour a; = o étant Aq, A| , A2, . . . , on en conclut 
que le développement de F est identiquement nul. Par suite la 
fonction y ainsi définie est une intégrale de Téquation. 

Dans le cas où la série trouvée pour y est divergente, on peut 
encore remplacer y par cette série et appliquer les règles ordi- 
naires du calcul. 

Les coefficients A©, A|, ..., s'exprimeront exactement de la 
même manière que lorsque la série j^ est convergente, puisque les 
règles de calcul sont les mêmes. Donc le résultat obtenu sera iden- 
tiquement nul et le développement \ériCievdL formellement Téqua- 
tion difl'érentielle. 

Ce résultat était connu depuis longtemps. M. Poincaré, le pre- 
mier, a montré qu'on en pouvait tirer profit pour l'étude des inté- 
grales. Depuis, la méthode de M. Poincaré a été utilisée par de 
nombreux géomètres, et notamment par M. Horn et M. Kneser. 

Supposons que l'équation différentielle proposée ait une inté- 
grale y susceptible d'un développement asymptotique 

y = (Iq-\ ! — -4-.... 

Supposons en outre que les dérivées de y jusqu'à l'ordre n aient 
un développement asymptotique. 

Je dis que, dans ces conditions, le développement précédent 
vérifie formellement l'équation différentielle; de sorte que nous 
devrons rechercher les développements asymptotiques des inté- 
grales parmi les développements asymptotiques vérifiant formelle- 
ment l'équation. 

Si,eneffet,j^, j', . . . j^^"^ sont représentées comme nous l'avons 
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supposé, et si Ton remplace formellement dans 

y-, y, ..., y^"^ par leurs développements, qui se déduisent de 
celui de y par dérivation, on obtiendra, en eflectuant les calculs 
par les règles habituelles, le développement asymptotique de la 
fonction F(:r,y, y',y", . . -jy^"^). Or ce développement est iden- 
tiquement nul. Le développement asjmptotique dey vérifie donc 
formellement l'équation F(j:,^, ^', . . ,, y^"^) = o. 

Ainsi, s'il existe des intégrales susceptibles d'être représentées 
par des séries asymptotiques, ces séries vérifieront formellement 
l'équation différentielle. Mais la réciproque de cette proposition 
n'est pas nécessairement vraie dans tous les cas, car, si un déve- 
loppement asjmptotique et ses dérivées donnent pour la fonction 
F(a:, r, ^, . . '^y^"^) un développement asjmptotique nul, il ne 
s'ensuit pas que cette fonction F est identiquement nulle. Il faut 
s'assurer directement qu'il y a des intégrales susceptibles d'une 
représentation asjmptotique. 

M. Poincaré a montré l'existence de telles intégrales pour les 
équations linéaires dont les coefficients sont des poljnonies. Dans 
ce cas on peut être assuré que les développements asjmptotiques 
représentent des intégrales, car on trouve autant de développe- 
ments qu'il j a d'intégrales distinctes. 

Cette application des séries a sj-mpto tiques est jusqu'ici, l'une 
des plus importantes et des plus intéressantes; nous ne l'expose- 
rons cependant pas ici, car, indépendamment des Mémoires de 
M. Poincaré, elle se trouve exposée dans le Traité classique de 
M. Picard (*). Nous ne parlerons pas non plus des applications à 
la Mécanique céleste, exposées par M. Poincaré dans son Ouvrage 
bien connu : Les Méthodes nouvel/es de la Mécanique céleste. 
Nous préférons attirer l'attention sur des applications de la théorie 
plus récentes et moins connues. Ces applications sont relatives à 
des équations linéaires dont les coefficients ne sont pas des polj- 
nomes. Considérons (2) l'équation linéaire du second ordre sui- 



(') V. Poincaré, Acta mathemadca, t. VIII. — Picard, Traité d'Analyse, 
t. III. 
(*) Kneskr, Journal de Crelle, t. 116. 
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vanle, dont les coefficients sont ordonnés en - 



^'-^-(«0-+- ^-^^-^•••y^(^< 



X 






Nous supposerons que les séries qui y figurent sont conver- 
enles lorsque x est assez grand. Proposons-nous d'étudier les 
intégrales de celte équation au voisinage du point oc. Ce point est 

singulier, car, si l'on pose ^= , on obtient une équation de la 
forme 

pour laquelle le point ^ = o est visiblement un point singulier au 
moins si les coefficients numériques a et b sont quelconques. 

Une première simplification pour l'équation primitive consiste 
à faire disparaître le terme en >''. 

Prenons l'équation y -r- Py' -f- Q^y :^ o et faisons la substitu- 
tion v-- 55. On obtient la nouvelle équalion 

Il suffit alors de déterminer s par la condition 

s' 
P -h 9. - — o 
s 

(|ui donne 

- f'> 

« = e J • 
pour avoir l'équation en :; 

qui n'a pas de terme en y. 

Nous pourrons donc nous borner à étudier l'équation 

Nous ferons encore certaines hypothèses restrictives : nous n'étu- 
dierons que les valeurs de x réelles et nous supposerons les coef- 
ficients réels. Alors, les valeurs initiales dey et de y' étant sup- 
posées réelles, nous n'aurons que des intégrales réelles. 



^» 
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Si Ton fait x infini, Téquation devient 

y H- ûfo^ = o. 

Les intégrales de celte équation se comportent différemment 
suivant que a^ est positif ou négatif. 

Si ao I> o, rintégrale est une sinusoïde, c'est-à-dire une courbe 
qui se comporte de façon assez Compliquée à Tinfini; on conçoit 
que ces complications subsistent lorsque Ton prend Téquation 
complète. 

Nous nous bornerons au cas où «o <C o, cas où l'intégrale se 
comporte à Tinfini comme Texponentielle. Posant a^ —- — a^, nous 
avons Téquation y- — a'^y -. - o, qui admet les deux intégrales e 
et e"'*''. On peut d'ailleurs^ évidemment, supposer a l> o. 

Cela étant, nous allons démontrer que Téfiuation proposée 



ax 






- - o 



admet une intégrale de la forme j'i --= e^-^^i 4- Si) et une autre de 
la forme j^2= ^~^*^(i -î- So)? £i> ^2 tendant vers zéro lorsque x croît 
indéfiniment. L'intégrale générale sera alors 

Ce que nous clierclierons en réalité, ce sont les représentations 
asymptotiques de e~^^j'i et de e^^y2 ou de (i -t- êi ) et de (i 4- £2). 
Notre but sera donc de représenter asymptotiquement s, et Sj- 
L'intégrale psLriicaVwve y =: Ctyt -\- c^yz ^ des propriétés très 
différentes selon que d est ou n'est pas nul, car si Ci est y^o, 
l'intégrale augmente indéfiniment avec x, alors que si C| = o, 
elle tend vers zéro. Si C| -y^ o, on sera obligé, pour avoir une 
représentation asymptotique, de multiplier par e'"^. On aura 

e-axy = ci(i-^ £i)-r-c,e-*«'(i-4-ej), 

de sorte que pour ces intégrales le second terme est d'un ordre 
inférieur à ^^ quel que soit n. La représentation asymptotique ne 

»Mf 

permettra pas de distinguer les diverses intégrales correspondant 
aux différentes valeurs de C2. C'est là un fait de même nature que 
le fait déjà signalé : une série asymptotique peut représenter 
plusieurs fonctions. 
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Maïs il n'en sera pas de même si C| = o. 

On aura 

y = Ciyt\ e^'y — Cj(i-}-6ï), 

et l'on peut espérer trouver une représentation asymptotiquc 
déterminant y^t car elle ne correspondra qu'à cette intégrale. 

Ayant ainsi éclairé notre roule, nous allons rechercher s'il y a 
des représentations asymptoliqucs des intégrales de l'équation 






Posons 



— t>-ax 



y — e 



( 



I -^- 



X 



Ci 
X* 



Nous savons que si e^-^y a une représentation asymplotique, en 
remplaçant y par la valeur ainsi obtenue dans l'équation différen- 
tielle, celle-ci doit être formellement vérifiée. 
Si y = e^**^Sj on en tire 



y" = e-^^{s" — 2ûfs'-+- a^s). 



Donc 



eaxy" _ 






2 . 3 Cî 3 . i C3 



x^ 



x^ 



-r- '}.a 



C\ 



ia 






3 c, , 
x^ 



-4- a^ -h a* — -+- a* -^ H- . . . 
X x^ 



On doit avoir identiquement 



2 Cl 2.3Cî 



x^ 



X' 



3^_4c3 
x^ 



lacx 
x^ 



ia 



x^ 



3 c, 



la 



JT* 



£l/, + £i + f| 

X \ X X* 



) X^\ X X* 

«3/ C| 

X^\ X 



...) 



-h . . . = o. 



En annulant tout d'abord le coefficient du seul terme en -> on 



voit qu'il faut que l'on ait 



ai = o. 



X 



Nous ferons désormais cette hypothèse. 

En annulant ensuite les coefficients de -.»-::»••• > , , . . . , 

x^ x^ a?«-*-> 
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on obtient les relations 

laci -i- aj — o, 



• » 

qui permettent de calculer successivement C|, C2, . • -^ c,/, . . .. 
A Taidc des formules précédentes, on peut s'assurer que la série 

Cl Ci 

I H -\ h... 

X X* 

est en général divergente. En particulier, si tous les coefficients a^ 
sont nuls excepté a^j la formule générale donne 



■n 



n( n — i) -r- «2 



Cependant la série n'est pas extrêmement divergente, et elle 
cesse de l'être si l'on divise le terme de rang n par n\ : la série 

est convergente. 

Nous savons maintenant que nous aurons des développements 
asymptotiques. H s'agit de montrer qu'ils correspondent à des 
intégrales. 

Dire que le développement y représente bien une intégrale, 
c'est dire qu'en posant 

C\ Ci Cn «' 

(l ) e^^Y =1-4- — -H-^-h...-H-^ 4- -—7 , 

^ "^ X x^ x'^ a?'*-*-* 

on a 

lim iv — C/n-i. 

A l'équation en y correspondra une équation en w également 
linéaire. Nous aurons à étudier cette équation et à montrer qu'elle 
a une intégrale unique tendant vers c„^i pour x = -;- co. 

Alors l'équation proposée aura certainement une intégrale, 
représentée par le développement calculé. 

Il importe que l'intégrale (v soit unique, car si Ton pose 

(2) e^'y = I -H -i M- . . .H- -^ -T- —-^ 
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et si l'équalion différentiel le que yér'iùe y est 

en remplaçant y d'après les relations (i) el (2) on aura deux 
équations différentielles correspondantes 

(4) F (if ) = o, 

Si alors on a montré qu'il y a une intégrale tv de Téquation (4) 
tendant vers c,i^.i pour 0:= 4-00, à cette intégrale particulière 
correspond par la relation (1) une intégrale particulière j^. Dans 
Téquation (5) il y a alors d'après la relation ('ji), une intégrale Wi 
qui tend vers c„^2 pour or = -h 00 et à laquelle il correspond dans 
l'équation (3) une intégrale particulière y, La difficulté est de 
savoir si les deux intégrales particulières y coïncident. S'il en est 
ainsi, nous pourrons dire qu'il y a une intégrale déterminée de 
l'équation (3) qui satisfait à la fois aux relations (i) et (2) et le 
développement y représentera bien une intégrale. 

Je dis que cela aura lieu certainement si l'intégrale w en ques- 
tion est unique. Au moyen de l'intégrale ÇV| tendant vers c„^2 
nous obtenons, avons-nous dit, une valeur de jk d'après (2). La 
relation (i) donne alors une intégrale w de (/{) tendant vers c,i^^ 
et coïncidant nécessairement avec la précédenle. Donc en rempla- 
çant (r par l'intégrale trouvée dans (i), ou (V| dans (2), on obtient 
la même intégrale y. 

Nous devrons donc faire la substitution (i), dans laquelle n est 
quelconque, et montrer que l'équation (4) en tv ainsi obtenue n'a 
qu'une intégrale tendant vers c,/+< . 

I _j h. . •-! — ~ H -^^ • 

Or, on a déterminé les coefficients c de façon qu'en remplaçant 
dans l'équation proposée^ par le développement indéfini l'expres- 
sion s'annule identiquement. Il s'ensuit que les coefficients des 

premières puissances de - jusqu'à la puissance — s'annuleront, 

c'est-à-dire que — ^ - sera en facteur. 

En posant j^ = «"''■' 5 on ^ y^' = e^'^^i^s" — 7,as' -^ a^s). En 
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supprimant le facteur e~"^ il vient alors 
(/i -+- i)( 71 -h a^iv 



2r/»H-3 



2 



[WC/, Ci'' ( 71 -h I ) W "I 






"^ z^r^ïï (^«^«-1 ■+■^3^/1-1-+-. . .-hart+i; r "^:p^ (a,c,t-i-. . .) h-. . . = o. 

Le coefficient du terme en — ^^ * dans la partie indépendante» 

de w^ et tv", est nul d'après la relation entre les a et les c. L'équa- 
tion peut doue s'écrire 

- / 7i-4-i\ , Viain -ir\) a^-^- (n -^ \){n -^ ol) \ 

w — 1\ a-\ ) w -+- w f- ^ — . . . 

\ jr / L or j;« J 

Le coefficient du terme en - indépendant de sv et w' est égal 
à — 2a(/i -f- i)c,,+|. On peut donc écrire encore 



w" 



^ r'2a(7i -f- 1^ a, -»- (71 4- !)(7i ; •>.) ~| 



1 

H -(...) -f-. .. — O, 



ou, en posant w — c„^.i = W, 



w — 2 ( a -I ; - - J \V H- w — }- . . . H ^ (...) -f- ... — o. 

On fera disparaître la dérivée première par la substitution 

ce qui donne 

Le résultat essentiel de ce calcul est qu'il n'y a pas de termo 
en -dans le coefficient de Z; on est ainsi conduit, avec M. Knescr, 
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à étudier les équations ayant la forme plus générale 

^(jr) tendant vers zéro pour x infini et l'intégrale / ^{x)dx 

ajant un sens. 

Occupons-nous d*al)ord de l'équation 

avec la condition que lorsque x est compris dans un certain inter- 
valle (âr <; j: <; 6), on a 

Ces équations du second ordre ont des propriétés particulières 
qui tiennent à ce que certains cas d'indétermination, qui, dans le 
cas général, sont dus à des oscillations des intégrales, ne se pro- 
duisent pas par suite de la condition restrictive yf> o. Une des 
plus grandes difficultés que Ton rencontre en efiet dans Fétude des 
équations difierentiellcs, difficulté donl les travaux bien connus de 
M. Painlevé ont montré toute Timportance, est la suivante : 
quand x tend vers Xq, il peut arriver que y ne tende vers aucune 
valeur, pas même vers l'infini. 

Nous supposerons la fonction f{x^ y) continue, ainsi que ses 
<lérivées, dans l'intervalle considéré. Nous allons nous rendre 
compte par un raisonnement géométrique de la manière dont se 
comportent les intégrales. Si Ton représente l'intégrale par une 
courbe, la condition ji'y>-o exprime que la convexité sera toujours 
tournée vers Ox, car^ ^^ y" ^^O'it de même signe. 

1** Supposons j^o^ Oj J^'o^ ^- A.lors on a j>'JJ>>o. La courbe 
aura l'allure indiquée {Jîg- i), et les inégalités écrites ne cesseront 



Fig. I. 



yo 



wCo 



CCr 



pas d'être vérifiées jusqu'au moment où y o\x y' deviendra infini, 
(^ela pourra arriver pour x fini. Sinon, si x croît indéfiniment, il 
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en est de même de y^ car si y'^ >- 6, on aura 

y —y^ >b(x — XQ). 

Ainsi, dans le cas où l'on part de valeurs initiales yoj y'^, ^'J, 
toutes positives, nous n'aurons pas d'indétermination. 

a» Supposonsyo>o,^'é<o,^^J>o. 

A partir du point initial, la courbe affecte la forme indiquée 



ig. 2. 
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J/o^ 



O^c 
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Il peut arriver .d'abord que l'une des quantités j^ et^ s'annule. 

Ces deux quantités ne peuvent s'annuler en même temps, car, 
si pour x-=^ X\ on avait y ^=-- o, ^1'= o, l'intégrale unique serait 
identiquement nulle. Il faut remarquer que la condition yf> o 
entraîne que y s'annule en même temps que^^, puisque /est sup- 
posée continue. 

Si doncj^ s'annule le premier, on aura la forme de Xeifig, 3 et, 
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à partir du point oTi, on aura les inégalités 

j'<o. y<o, y<o, 

cSLvy^ change de signe avecj^'. 
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Si y s^anniile le premier, on aura la forme de \di Jig. 4 cl Ton 
sera ramené au premier cas étudié. 



Fi<' 1 




Les inlégrales que nous obtenons jusqu'ici augmentent indéfi- 
niment, positivement ou négativement. 

Si les conditions j^ >> o, ^^'<< o, y" >» o sont vérifiées indéfini- 
ment, c'est-à-dire si ni y ni y' ne s'annulent, y tend vers une limite 
finie et, par suile, il en est de même de j^' ^^ y'- 

.Si y ne tendait pas vers zéro, y ne pourrait rester fini. Donc 
y tend vers zéro et, comme ^' et y s'annulent en même temps, 
y tend vers zéro. On a la courbe indiquée {Jïg- i^) asymptote à 
l'axe des x. 



Fig. 5. 



y 



JCo 



Nous obtiendrions aussi le cas de la courbe symétrique par rap- 
port à O^ en supposantyo<^ o, v^ I> o, y^ <C o. 
Nous allons montrer que, pour Téquation linéaire 



ou 



y^ylW^-r-oix)] 

y=yf(^h 



il n'est pas possible que y soit infini pour x fini. 
On a en eflel 

yy==}yf{^) 
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et 



^ ^yydx=fa) f 'yydx 



avec 



donc 



x^ < l<Xy 



y?'-y\?='-0'\-'yîVa)^ 



ce qui montre que, lorsque j^ augmente indéfiniment, il en est de 
même de y (on peut supposer que / n'est pas nul). D'autre 



v^ 



part — tend vers une limite, ou n'augmente pas indéfiniment. On 

peut poser — < A", A* étant donné. 

Il en résulte que 

Ly — L70 <k(x — j?o), 

ou 

ce qui est en contradiction avec Thypothèse où j' augmenterait 
indéfiniment pour x fini. 

En résumé nous avons trouvtî deux cas essentiels, suivant les 
conditions initiales : 

i** y augmente indéfiniment, 

2** y tend vers zéro. 

Pour l'équation que nous considérons à l'inlégralcj^ correspond 
l'intégrale — y. Nous pourrons donc nous borner à considérer les 
courbes intégrales qui sont situées au-dessus de Ox. 

Je dis que, si l'on considère deux intégrales de Téquation con- 
sidérée, elles ne peuvent avoir deux points communs. 

Soient Xof y^ un point commun A, et en ce point deux valeurs 
difiérentes pour ^ (sinon, les intégrales coïncideraient). On a 
deux intégrales Y et^^. Je dis que si, en partant de A, Y est plus 
grande que j', elle le restera toujours. On a par hypothèse 

Y--r>o, Y'-/>o, 
Ceci entraîne 

— ) ; o, 

r. n. ( ^ ) î 
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d'après la forme même de Téqualion. Donc Y — y^ Y' — j', 
Y" — y ne cesseront pas d'être positives, d'après ce que nous 
avons vu. 

Les deux intégrales iront donc en s'éloignant de plus en plus, 
comme par exemple dans la /Ig, 6 : 



Fig. (). 




• De ce qui précède il résulte que, si l'on se donne une valeur v' 
correspondant à Xq et si l'intégrale va en augmentant, elle est con- 
stamment située au-dessus de la tangente; en coupant par une paral- 
lèle quelconque à Or on est sûr d'atteindre l'intégrale en un point B 
silué au-dessus du point M déterminé sur la tangente {fig- 7) : 



F' s- 7 




•«•«y* 



Nous sommes, par suite, certains qu'il y a des intégrales coupant 
une parallèle à Oy en un point* situé au-dessus d'un point M 
quelconque donné à l'avance. Il suffit, pour obtenir une intégrale 
satisfaisant à cette condition et passant par le point A(;ro^'o)î de 
prendre pour valeur initiale Ae y' le coefficient angulaire de AM. 

D'ailleurs, ce que nous avons dit pour les points situés au-dessus 
de Oj: est également vrai pour les points situés au-dessous. L'in- 
tégrale 

y=f{x, a:o,7o, ri) 



5t 
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est, en cfiel, une fonction continue de x et des valeurs initiales, 
donc en particulier de y\. 

Nous pourrons donc atteindre tout point B de la parallèle à 
O^V au moyen d'une intégrale partant de A. 

Il résulte de ce qui précode qu'une intégrale se trouve déter- 
minée d'une manière unique si Ton en donne deux points et que 
si Ton fait tourner la tangente initiale autour du point A, le 
point B se déplacera toujours dans le même sens. 

Lorsque pour Xq on se donne la valeur j'o il "'j a qu'une inté- 
grale admettant cette valeur initiale et tendant vers zéro avec — : 



X' 



telle est la proposition fondamentale qu'il nous faut maintenant 
démontrer. 

Par le point A(xo, j'o) et un point Bde Ox passe une intégrale, 
qui est unique. 

Lorsque B s'éloigne de l'origine sur Ox^ celte propriété ne cesse 
pas d'avoir lieu. Si l'on considère le coefficient angulaire ^J,, il 
varie constamment dans le même sens {Jig* 8), et reste inférieur 







JC/ 



à une certaine quantité. Dans la fig. 8, par exemple, }\ étant 
négatif reste inférieur à un nombre positif quelconque. l)on£, 
si le |)oint B s'éloigne indéfiniment, le coefficient anguliiire y\^ a 
certainement une limite, c'est-à-dire qne la tangente en A a une 
certaine limite AM. Je dis que l'intégrale (jui correspond à cette 
limite tend vers zéro quand x croît indéfiniment. 

En effet, les deux seules autres liypollièscs possibles, d'après ce 
que nous avons vu, sont celles qui correspondent aux/z^. 3 et 4> 
dans lesquelles rinlégralc croît indéfiniment sans rencontrer Ox 
ou rencontre cet axe à dislance finie. 

Dans le premier cas {Jig' 9), si l'on considère une ordonni^c 



1% 
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donnant un point G situé au-dessus du point A, comme l'intégrale 
varie d'une manière continue avec ia tangente en A, en donnant à 
cette tangente des positions voisines de AM et situées au-dessous 
de AM nous obtiendrons des points C voisins de G et, par suite, 
si Ton veut, situés au-dessus du point A. Ils correspondront donc 
à des intégrales augmentant indéfiniment. Or AM est la limite des 
tangentes aux intégrales rencontrant Ox. Gette hypothèse est donc 
à rejeter. 

11 en est de même de l'autre, car si l'intégrale tangente à AM 
rencontrait Ox à distance finie, d'après la raison de continuité il 
en serait de même des intégrales voisines, c'est-à-dire ayant des 



Fig. r. 




tangentes voisines de AM et situées au-dessus de AM; ce résultat 
est encore en contradiction avec la définition de AM. 

11 ne reste donc que la seule hypollirse de l'intégrale asymptote 
à Ox. 

Gelle intégrale est unique. Si, en effet, une autre intégrale pas- 
sant par A était asymptote à Oxj elle devrait nécessairement être 
située au-dessus de la première en partant de A. On aurait alors^ 
pour toute valeur de x, 



Y-r>o, r-y>o, \'-y 



o. 



Donc, Y — y augmentant indéfiniment, Y et j^ ne pourraient 
pas tendre simultanément vers zéro. 

Nous avons vu que, si l'on coupe les intégrales issues d'un 
point A par une ordonnée ou par une droite quelconque à dis- 
lance iinie, le point d'intersection varie d'une manière continue 
quand on fait ainsi varier la tangente initiale. Mais, si la droite 
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s^éloigne à Tinfini, il y a disconlinullé. Il y a une intégrale unique 
tendant vers zéro, toutes les autres croissant indéfiniment ou dé- 
croissant de même. Une intégrale voisine de la première aussi loin 
qu^on le voudra finira par s^en éloigner indéfiniment (Jig' lo). 
Ce fait est analogue au suivant, qui se rencontre dans les pro- 
blèmes de stabilité : il se peut qu^une modification infiniment 
petite des conditions initiales change complètement le résultat. 
C^est ce qui fait que le problème de la stabilité d^un système 
physique donné peut n^avoir aucun sens, à cause de la précision 
limitée avec laquelle on peut connaître les conditions initiales, 



Fi g. H). 




jr. 



alors qu^il en aurait un si les conditions de stabilité se traduisaien 
\yar des inégalités auxquelles doivent satisfaire ces données (•). 
Reprenons l'élude de Tinlégrale particulière tendant vers 
zéro {/ig- 5). De l'équation 

on déduit comme nous Ta vous déjà fait 



ou 



.r? - 



- v'* 



J 1 



_ r/t = nft 



JJ 



r/î = cp(J;. 



Nous allons faire augmenter indéfiniment Xq et j?, ; cp(^) tendra 
vers zéro. Nous pouvons donc prendre Xq assez grand pour que 

jtq et j^^ sont alors très petits. Nous pouvons alors prendre Xi 



(*) Voir les travaux <lc M. Hudainard but les géodésiques des surfaces à cour- 
bure totale négative : Journal de M. Jordan, 1898, p. 71. 
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assez grand pour que 

ri = ^1^0, 



avec 






On aura alors 



^•oMr-eî)_^,^^^ 



Celle in^galilé exprime évlderamcnl que l'on aura 

e' élanl aussi pelil qu'on le voudra. 

y'* y' 

Donc ~ lend vers a^. ^— élanl négalif, on en déduit que 

lim— = — €z. 

y 

C'est un cas particulier d'un résultai plus général oblenu par 
M. Poincaré. 

L'intégrale en queslion pourra donc, pour x 1res grand, se 
mellre sous la forme 

el le fait qu'il y a une seule intégrale de cette nature enlraîne 
qu'elle sera bien représenlée par le développemcnl asymplolique 
calculé. Le résultai précédent s'applique aussi à l'équation en Z 
de la page 43 elétablil par conséquenl lalégilimilé du développe- 
mcnl asymplolîque. Pour les applications à des équalions parlî- 
culières, nous renverrons aux Mémoires de M. Kneser el aussi à 
une série importante de Mémoires publiés par M. Horn (*). 

Nous espérons avoir montré par l'exemple qui a été développé 
combien il peut se poser de questions inléressantes el souvenl 
assez faciles à propos des applications de la théorie générale de 
M. Poincaré à des exemples convenablemenl choisis. Il y a là un 
champ imporlanl de recherches encore assez peu exploré. 



(*) IIoRN, Afatheniatische Annalen. l. 49 et suiv. 



*—— 



CHAPITRE IL 

LES FRACTIONS CONTINUES KT LA TIléORlB DE STIKLTJES. 



La conversion des séries dii'ergentes en fractions continues. 

Laguerre paraît avoir le premier monlré nettement Tutiiité qu'il 
peut y avoir à transformer une série divergente, ordonnée suivant 
les puissances croissantes ou décroissantes d'une variable, en une 
fraction continue convergente. Il a donné, en effet, un exemple 
particulièrement remarquable, dans lequel la valeur de la fraction 
continue convergente est précisément égale à la fonction qui a 
donné naissance à la série divergente. 

Laguerre part de l'intégrale définie 

j= re-du ^^, r'^ e-du 

Si l'on cherche à développer celle intégrale suivant les puis- 
sances décroissantes de :;, on obtient 

et l'intégration terme à terme donne 

._! I i.^ i.a.3 i.'2.3.4 

^"~ m ' • ■ ^~" ■ • ~~' • • • • 

«• A* A* iM ^^ 

série divergente pour toute valeur de z. 

Mais Laguerre observe que celte série divergente est formelle- 
ment égale à la fraction continue suivante 

F = .' 



I 



z-h'S '- 



5 ^ 



i6 

a5 



--+-9 — 



^4-11 — . . ., 
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fraction continue qui peut aussi s'écrire, d'après Stielljcs, 



î 




I 




1 

1 -X.. 




1 "T" 

I 




I 
•» 1 




1 

K 1 




3-h 


I 



Le résultat important obtenu par Lagucrre, c'est que Ton a 

J = F, 

c'est-à-dire que l'intégrale définie est égale à la série que Ton en 
a déduite par l'intermédiaire de la série divergente. 11 est alors 
assez naturel d'attribuer à cette série la valeur commune de J et 
de F; on obtient ainsi, en faisant 2=1, 



/ 



e~^du 

= 1 — i-+-i.a — i.2.3-hi.2.3.4-- 



Ï-+-" 



On trouve ainsi la somme de la série (2), considérée page 8, et 
dont s'est occupé Lacroix; on a 

^ -" du 
5 = 1 — 1.2 H- I 



.a. 3 — i.2.3.4h-... = i — / 

Si l'on tient compte de la relation 

I = r €-'*dii, 

Jq 

le résultat précédent peut aussi se mettre sous la forme 

5= / e-«(i ' -]du= f 7— - 

On obtient ainsi 

s = o,4o3659.6 



du. 



résultat qui concorde avec celui qu'a obtenu Lacroix par une mé- 
thode basée sur la théorie des différences (*). 



(*) Lacroix, t. III, p. 346-3/48. On trouve dans le môme Ouvrage (p. Sgi) une 
fraction continue déduite par Euler de l'intégrale définie que nous considérons, 



^ 
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Mais le résultat précédent de Ijagucrre resta d^abord isolé et ne 
parut point de nature à être la base d^unc théorie générale; c*est 
seulement longtemps après que Stîeltjes, après avoir étudié d'une 
manière approfondie quelques cas particuliers analogues, obtint 
la belle généralisation dont Tétude fera l'objet du prochain para- 
graphe. 

Mais, auparavant, nous allons dire quelques mots des travaux 
de M. Padé sur les fractions continues, afin de pouvoir consacrer 
eiLclusivement la fin du chapitre aux travaux de Stieltjes et à leurs 
conséquences au point de vue de la théorie générale des séries 
divergentes. 

On sait que la propriété essentielle des fractions continues 
arithmétiques est de fournir, par leurs réduites, des expressions 
fractionnaires plus approchées d'un nombre irrationnel donné, 
que toute expression fractionnaire de termes moindres. Ce nombre 
irrationnel est dit la valeur de la fraction continue. 

La propriété analogue des fractions conlinues algébriques, c'est- 
à-dire dans lesquelles les quotients incoin])lets sont des pol^^nomes, 
est la suivante : les réduites, c'est-à-dire les fractions rationnelles 
obtenues en limitant la série à un quotient incomplet déterminé, 
sont des fractions rationnelles plus approchées d'une série entière 
que toute fraction dont les termes sont de degrés moindres. Que 
doit-on entendre par là? 

Étant donnée une série entière 

f(z)= ao-+-«i^ -H «1 «'-+-. ..» 

On peut se proposer de déterminer une fraction rationnelle, dont 
le numérateur soit de degré/?, le dénominateur de degré q, par la 
condition que le développement en série de cette fraction ration- 
nelle suivant les puissances croissantes de z coïncidé le plus 
longtemps possible, dans ses premiers termes, avec le développe- 
ment en série de /(:;). On peut remarquer que la fraction ration- 
nelle cherchée renferme {p -h i)-h{q -h y) ^=^ p -\- q -{- i coeffi- 



fraction continue qui diiïèrc de crilc de Laguci rc 4'1 de celle de Sliciljcs. Lacroix 
ajoute (p. 39a, note) : « Il est facile de voir que l'on peul, par des procédés ana- 
logues au précédent, convertir en fraction continue toute série dont les ternies 
sont alternativement positifs et ncgalifs ». Mais ce point n'est pas développé par 
Lacroix. 
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cienls sous forme homogène, c'esl-à-dire dépend de p -{- q -\- ^ 
conslantes; en identifiant les /> H- ^ -f- i premiers termes du dé- 
veloppement en série de la fraction rationnelle avec les termes 
correspondants du développement en série dey(^), on obtiendra 
/> H- ^ -r- I équations linéaires et homogènes à p -r- q -h ^ in- 
connues, équations qui admettent toujours des solutions non 
toutes nulles. 

Il v aura donc toujours une fraction rationnelle de degré (p, q) 
et ap|)rochée de /"( -3) jusqu'aux termes de degré y> -f-y inclusive- 
ment, c'est-à-dire telle que Ton ait 

Nous laisserons d'ailleurs complètement de côté les cas anormaux 
011 la fraction obtenue aurait des termes de degrés inférieurs à p 
ou à q, ou bien donnerait une approximation plus grande que 
celle que Ton cherchait. Ces deux cas, qui se ramènent d^ailleurs 
Tun à Tautre, sont étudiés en détail dans la Thèse de M. Padé (*). 

On voit que la fraction continue ajant pour but de fournir des 
fractions rationnelles approchées, il peut sembler naturel de sub- 
stituer à son étude celle de ces fractions. 

Il semble que ce soit Laguerre qui ait tenté le premier cette 
étude dans un cas particulier, celui de la fonction exponentielle 

e' = I -r- 



I i.a 1.2.3 

11 calcule les fractions rationnelles approchées de cette série (^) 
pour des degrés quelconques (p, q) et donne des propriétés inté- 
ressantes de leurs numérateurs et de leurs dénominateurs. 

Dans son intéressante Thèse, M. Padé a étudié la question à un 
point de vue tout à fait général ; il a fait observer tout d*abord que 
chaque développement en fraction continue fournit seulement 
une classe de fractions rationnelles approchées, pour lesquelles 
les degrés du numérateur et du dénominateur sont liés par une 



(') Annales de l'École Normale, série IH, l. IX, 1892, Supplément. 
(') Œuvres de Laguerre, t. I, p. 11 5. 
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certaine loi. Par exemple, pour les fractions continues de Stleltjes 
que nous étudierons bientôt, les réduites de rang a/i -j- i et 2/1 -j- 2 
ont leurs numérateurs de degré n et leurs dénominateurs de degré 

On obtient donc, par une fraction continue donnée, seulement 
une portion des fractions rationnelles approchées, et une portion 
d^ailleurs variable suivant la forme de la fraction continue. 11 en 
résulte que l'expression : développer une fonction en fraction 
continue, n'a pas de sens précis, puisque Ton obtiendra des déve- 
loppements différents suivant la manière dont on choisira, parmi 
les fractions rationnelles approchées, une infinité d'entre elles, 
pour servir de réduites à la fraction cherchée. Ce choix ne peut 
d'ailleurs être fait d'une manière arbitraire et M. Padé s'est 
attaché à étudier les relations entre le Tableau complet des frac- 
tions rationnelles approchées et les diverses fractions continues 
possibles. Quelque intérêt que puissent présenter ces recherches, 
il Tk'y a pas lieu de les exposer ici, car elles sont complètement en 
dehors de notre sujet; retenons-en simplement le point essentiel, 
la notion du Tableau des fractions rationnelles approchées. 

M. Padé donne à ce Tableau une forme rectangulaire; il le sup- 
pose indéfini vers la droite et vers le bas et inscrit dans la case si- 
tuée à l'intersection de la/? 4- i'^"*^ colonne et de la y -f- 1*^'™* ligne 
la fraction rationnelle dont le numérateur est de degré p et le dé- 
nominateur de degré q. On peut remarquer que ce Tableau esl 
complètement défini lorsqu'on donne une infinité des fractions 
qu'il contient, quelle que soit la manière dont ces fractions sont 
choisies. 

Ces préliminaires étant établis, voici comment on peut ratta- 
cher la considération du Tableau à la théorie des séries diver- 
gentes (*). Supposons que l'on nous ait donné une série entière 
toujours divergente et que nous ayons formé le Tableau corres- 
pondant; il pourra arriver qu'une suite infinie de fractions du 
Tableau converge, au moins dans un certain champ de la va- 



(') Elles se distinguent par la présence du fadeur z dans le dénominateur des 
réduites de rang impair; mais nous devons renvoyer pour ces détails au Mémoire 
de Stieltjes. 

(*) Padé, Acta mathematica, l. XVIII. 
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riabic z, et définisse ainsi une fonction dans ce champ (•) : on 
pourra faire correspondre cette fonction à la série. 

li est d'ailleurs clair que si Ton ajoute ou si Ton multiplie deux 
séries divergentes, les fractions rationnelles approchées de la série 
somme ou produit peuvent se déduire simplement des fractions 
rationnelles approchées des séries proposées. Sans entrer dans le 
détail du calcul, remarquons quHl n^est besoin d^aucune démon- 
stration pour prouver que ces opérations peuvent se faire de la 
même manière dans le cas de la divergence et dans celui de la 
convergence, puisque les résultats des opérations algébriques 
effectuées sur les coefficients, représentés par des lettres, sont 
manifestement indépendants de la valeur numérique de ces coef- 
ficients. 

Malheureusement les remarques précédentes sont loin de suf- 
fire à constituer une théorie satisfaisante. Deux questions essen- 
tielles devraient tout d'abord être résolues. 

i" Etant donné un Tableau déduit d'une série divergente, si 
Ton choisit dans ce Tableau une infinité de fractions convergeant 
vers une limite, puis une autre infinité convergeant aussi vers une 
limite, peut-on affirmer que ces deux limites sont toujours égales? 
ou tout au moins préciser dans quels cas elles le sont? 

2** l^a question précédente étant supposée résolue, au moins 
pour les séries que Ton considère, peut-on affirmer que la série 
somme (ou produit) de deux séries divergentes donne naissance 
à un Tableau dans lequel une infinité de fractions converge, 
lorsqu'il en est ainsi pour les deux séries considérées? De plus, 
la fonction que Ton est amené à faire correspondre à la série 
somme (ou produit) est-elle la somme (ou le produit) des fonc- 
tions qui correspondront aux séries données? 

Ces questions fondamentales une fois résolues, on pourra s'en 
poser d'analogues relatives au quotient de deux séries, à la dérivée 
ou à l'intégrale d'une série; mais aussi longtemps que les deux 
questions fondamentales ne seront pas traitées, il n'y aura nulle 
exagération à affirmer que la théorie dont on vient d'indiquer 
brièvement les bases possibles n* existe pas. 

M. Padé n'en a pas moins le grand mérite davoir, par son Mé- 



(') Celte fonction sera sûrement analytique si la convergence est uniforme. 
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moire des Acta, indiqué un sujet de reclierches des plus intéres- 
saols et dans lequel il serait de la plus haute importance d'obtenir 
des résultats. Ces recherches paraissent, il est vrai, être difficiles; 
mais elles semblent d*aulre part promettre, une fois les premières 
difficultés vaincues, d'être très fécondes, et l'importance des résul- 
tats à obtenir encouragera peut-être quelque chercheur à y con- 
sacrer ses efforts, malgré les difficultés du sujet. 

On voit combien est peu aisée Tétude générale des rapports 
entre les fractions continues et les séries divergentes; il semble, 
d'ailleurs, que les moyens actuels de l'Analyse soient impuissants 
à étudier, dans toute sa généralité, tout être analytique tant soit 
peu compliqué (*). On est alors réduit à s'occuper de cas parti- 
culiers; on gagne en profondeur ce qu'on perd en généralité et 
l'on peut espérer, comme le montre à chaque instant l'histoire de 
la Science, arriver par cette voie à la connaissance du cas général. 
C'est ce qu'a fait Stieltjes pour les fractions continues, avec un 
succès qui est de nature a encourager des efforts analogues. 

Le Mémoire de Stieltjes. 

Stieltjes a exposé ses beaux résultats dans un Mémoire qu'il a 
présenté à l'Académie des Sciences, où il a été l'objet d'un Rap- 
port de M. Poincaré (^) et (|ui a été imprimé, peu de temps avant 
la mort prématurée de l'auteur, dans les Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse (•*). 

Ce Mémoire est assez étendu, et les démonstrations y sont sou- 
vent un peu longues, à cause de la nature même du sujet; il est 
d'ailleurs rédigé avec le plus grand soin et la lecture en est aussi 
aisée qu'intéressante; nous serions heureux que les détails (jue 
nous allons donner à son sujet encouragent nos lecteurs à la 
tenter. Nous ne pouvons songer, en effet, à reproduire ici les 
démonstrations des résultats fondamentaux de Stieltjes; elles 



(') Cf. les reniarques qui se trouvent au débul de mon }\émmrc Sur les séries 
de polynômes et de fractions rationnelles {Acta mathematica, l. WIV). 

(-) Comptes rendus, t. C\I\, p. 03o. 

(•^) T. VIII et I\ fiSy', et iH()î); la partie la plus iinporlanlc du Mcinoire est 
dans le Tome VIII. 
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occuperaient presque tout un livre comme celui-ci; nous allons 
nous borner à énoncer ceux des résultais dont la démonstration, 
bien qu'offrant un grand intérêt en elle-même, n'en a pas au point 
de vue de la théorie des séries divergentes, qui nous occupe ici. 
Lorsque nous en arriverons au point où la théorie de Stielljes 
a des rapports intimes avec la théorie générale des séries diver- 
gentes, nous reprendrons la forme ordinaire d'exposition, joignant 
les démonstrations aux énoncés. 

Le point de départ des recherches de Stielljes est la fraction 

continue 

I 



OiZ 



I 

a.-i 

I 



asz 



«V-+-. 



I 



^tn-hi ^ ■+■ 



dans laquelle les an sont des nombres réels et positifs, tandis 
que z est une variable qui peut prendre toutes les valeurs réelles 



ou imaginaires. 



Dans le cas où z est réel et positif, il résulte de propositions 
déjà anciennes (*) que la fraction continue est divergente ou con- 
vergente, suivant que la série 

1 

est convergente ou divergente. 

Dans le premier cas, c'est-à-dire lorsque la série 

00 

1 

est convergente, les réduites de rang pair de la fraction continue 
tendent vers une limite lorsque leur rang augmente indéfiniment; 
il en est de même des réduites de rang impair; mais ces deux 
limites sont différentes; la fraction ne tend donc à Tinfîni vers 



(') Steiin, Journal de C relie, t. 37. 
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aucune limite délerminée : elle est divergente; on peut dire aussi, 
avec plus de précision, qu'elle est oscillante. Slielljes étend les 
résultats précédents au cas où z est imaginaire; il donne aussi des 
propositions fort intéressantes sur les deux fonctions limites; mais 
nous ne nous y arrêterons pas, le seul cas intéressant pour nous 
étant celui où la série 



E 



an 
1 



est divergente. 

Dans ce cas la fraction continue est convergente, c'est-à-dire 
que les réduites tendent vers une limite qui est la même, quelle 
que soit la parité de leur rang. Stieltjes étend ce résultat, di^à 
connu pour les valeurs réelles positives de «, aux valeurs ima- 
ginaires. Quant aux valeurs réelles négatives, elles constituent 
généralement pour la fraction (et pour la fonction analytique 
qu'elle représente), des points singuliers où elle n'a aucune 
valeur déterminée. 

La fraction continue représente donc, dans le cas que nous étu- 
dions, une fonction analytique n'ayant dans le plan aucune autre 
singularité qu'une coupure essentielle, comprenant les valeurs 
réelles négatives de z. D'ailleurs, dans des cas exceptionnels cette 
coupure peut disparaître, en tout ou en partie. 

La fraction continue peut être développée en série suivant les 
puissances décroissantes de z. Pour eflectuer ce développement, 
on remarque que les développements, suivant les puissances dé- 
croissantes de :;, de la w**-*™" et de la {n -\- i)'»^'"*' réduites ont en 
commun leurs n premiers termes; ces termes subsistent donc dans 
les développements de toutes les réduites dont le rang dépasse n : 
ce seront les n premiers termes du développement en série de la 
fraction continue. On obtient ainsi ce développement sous la 
forme 

1 -■- ;; -;- — .... 

Les nombres Co, C|, Ca, ... sont positifs; Stielljes donne le 
moyen d'obtenir leurs expressions au moyen des o„] mais ces 
expressions sont assez compliquées. 

Au contraire, les ^/„ s'expriment au mo^en des c„ sous une 
forme très élégante. 



di 



Slieltjes pose 



Cn 



A„ - 



Cfi4FITRK II. 




r, r. ... 


Cn-t 


f* 


Cn 



B« = 






■Il 



Ci 



1 C/I ^/I-f-I 



*« i 

• • • • 



Cia-i . 



\{f =^ Di) — I , 



et obtieol les relations 



a#« = ■^~ 



AJ 



!» 



B„B«_, 



«s« = 



Bî 



A„A 



rt^«-Hi 



On voit que, les c,, étant donnés, pour que les a,t soient positif?^ 
c'est-à-dire pour que la théorie de Stielljes s'applique, il esl néces- 
saire que les A;, soient tous de même signe, et que les B/^ soient 
aussi tous de même signe. Comme Ton a 

Ao=Bo=i, 

il faut que les A,, et les B„ soient tous positifs. 

Tel est le critérium au({uel on reconnaîtra qu'à une série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de z correspond 
une fraction continue de Stielijes. 

Il résulte de l'analyse de Slieltjes, bien qu'il ne formule pas ce 
résultat explicitement, que l'hypothèse 

A„>o, B„>o, 
quel que soit /?, a pour conséquence que le déterminant 



Cp^l 



Cp . ,f 






Cp-hq-¥-l 



Cp-¥-tq 



est positif, quels que soient p et q. 
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En particulier, le délermiDant 






est positif, c'est-à-dirc que l'on a (les Cp étant tous positifs) 

"■; — -^ ~. ' 

^'p-1-i ^'p 

Le rapport -^^-^ augmente donc constamment avec n; s'il tend 

vers une limite X, la série proposée est convergente pour >3 >> X^ 
s'il augmente indéfiniment, la série est divergente pour toute 
valeur de z. Or, ce dernier cas n'est nullement incompatible 
avec les hypotlirses fondamentales 

A„>o, B;, >o; 

il est aisé d'en fournir des exemples. 

Dès lors, à la série diiergente correspond une fraction con- 
tinue convergente, dont la somme définit une fonction ana- 
lytique que ron peut faire correspondre à la série. 

Mais la proposition précédente, malgré son intérêt, n'aurait 
point à elle seule une importance pratique considérable, car une 
fraction continue est un instrument analytique compliqué et diffi- 
cilement maniable. Non seulement on ne connaît aucun moyen 
simple de mettre sous la (orme d'une fraction continue la somme 
de deux fractions continues, mais la simple addition d'une con- 
stante (ou d'un polynôme dans le cas des fractions continues alj;i'- 
briques) introduit des modifications notables et dont la loi est 
assez compliquée. 

Aussi l'intérêt principal du Mémoire de Stielljes résidc-t-il 
dans l'introduction d'un élément analytique bien plus simple v\ 
bien plus maniable, d'une intégrale définie. Celte intégrale donne 
naissance d'une manière naturelle à la série divergente, par son 
développement suivant les puissances décroissantes de z\ el, 
d'autre part, la série étant donnée, on peut former Tinlégrale, en 
passant par V intermédiaire de la fraction continue; celle-ci 
sert donc simplement d'intermédiaire entre les deux éléments ana- 
lytiques (série divergente et inlégrale définie) dont nous allons 
maintenant étudier les rapports. 

E. B. (3) j 
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L'intégrale définie considérée par Slielljes est de la forme (') 

/(u) du 



-s. 



" 



dans laquelle y(//) est une fonclion supposée essentiellement />05£- 
tive. Il est clair que Tinlégrale J définit une fonction analytique 
régulière dans tout le plan, sauf sur la partie négative de l'axe 
réel, qui est une coupure. Il (aut d'ailleurs distraire de celte cou- 
pure les segments de cet axe sur lesquels y(//) serait identique- 
ment nulle. Enfin, il est manifeste que la coupure est essentielle en 
tous les points où f{u) n'est pas analytique; au contraire, si /(u) 
est analytique sur un se<;ment de la coupure, on peut prolonger 
analytiquement la fonclion au delà de ce segment en déformant le 

chemin d'intégration, ce qui est légitime, puisque — — est ana- 
lytique; la fonction définie par J est alors simplement non uni- 
forme (2). 

Mais dans tous les cas, en excluant seulement Thypothèse où 
/(u) serait nulle pour toutes les valeurs de u dépassant une certaine 
limite, le point z = co est un point singulier pour la fonction 
définie par J; cette fonction ne saurait donc admettre un dévelop- 
pement convergent (^), suivant les puissances de ^' 

H est aisé de trouver son développement formel; on a 

•" = r (z- 5 -■- s - 5 -. . .)/(«)rf«. 



(') Slielljes considère rintéj;rale plus générale 



7n - -H " 



dans laquelle ^{u) esl une fonclion croissanle, qui peut être discontinue; en un 

poinl de disconlinuilé a, où ^{u) subil un accroissemenl brusque égal à A, il 

\ 

s*inlroduit un terme de la forme ; ces considérations sont forl intéressantes 

5 4- a 

et d'ailleurs nécessaires si l'on veut traiter la question dans toute sa généralité; 
nous nous bornons ici, pour siinplidcr, au cas où ^{u) a une dérivée, que nous 
désignons par /(m) et que nous supposons continue. 

(') Voir plus loin pages 69-70, un calcul qui rend inluiiives ces propositions. 

(^) Le développement formel peut être convergent; mais il n'a alors aucun 
rapport avec la fonctiou. 
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Si donc Ton pose 
(1) Ca= I J(u)u''ciu (/i = o, i,a, ...), 

on obtient 

/ \ , Co Cl Ci C3 

^ ' z z^ z^ z^ 

Nous supposons essentiellement la Jonction f{u) telle que 
toutes les intégrales {\) aient un sens. Dès lors, les constantes Cr^ 
sont manifestement toutes positives, puisque la fonction /{u) a 
été supposée positive. 

Dès lors, la question qui se pose est la suivante : le développe- 
ment divergent (2) étant donné, peut-on à l'aide des relations (1) 
déterminer la fonction /{u) d^une manière unique? Si cette 
détermination est possible, il sera naturel de donner pour valeur 
à la série divergente l'intégrale définie 



f 



/■( u ) du 



.0 - ■ " 



Au contraire, s'il existe plusieurs fonctions /(//) vérifiant les 
relations (1) (et il y en aura alors nécessairement une infinité), on 
sera fort embarrassé pour donner une valeur précise à la série 
divergente. 

U est clair que, s'il existe une fonction /"i (u) distincte de/(w), 
et telle que l'on ait 



(3) 



•« = / /i(u)u»du ( n = o, 1 , 2, :], ... ), 



on obtient, en retranchant les égalités (i) et (3) 

0=1 [/{u)—/i{u)]u" du (// = o, I, 2, ;, . ..), 

et, en posant 

fiu)-/i(u) = o(u), 
on obtient 

(4) ^ == / '^{u)u"du (/î = o, I, a, ?», . . .). 
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La question se ramène donc à savoir s'il existe des fonctions ^(u) 
vérifiant les relations (4). Or, // existe cffecLwement de telles 
fonctions; Stieltjes en donne l'exemple suivant : 

et il serait aisé d'en trouver une infinité d'autres. 

Comment se tirer de cette difficulté? On y arrivera en imposant 
à la fonction f{u) des conditions supplémentaires de nature à 
déterminer le problème (*). La condition imposée par Stieltjes 
est que/(w) est positive; il montre que cette condition détermine 
la solution d'une manière unique, au moins dans un cas étendu. 
Ce cas est celui où les c« sont tels que les déterminants A„ et B,/, 
formés plus haut, sont positifs (^), et la série 



I 



«i 



divergente, les On étant calculés au moven des A„ et des B,, par 
les formules déjà données. 

Dans ce cas, en effet, la fraction continue, déduite de la série, 
est convergente et définit une fonction analyti(|ue F(3) régulière 
dans tout le plan, sauf sur la partie négative de l'axe réel; l'éga- 
lité (3) 

.L z -h u 



permet de déterminer la fonction /(«/) (*). Considérons, en effet, 

(') Cette nécessité d'imposer des conditions supplémentaires pour déterminer 
un problème est un fait général dans toutes les questions auxquelles on peut 
donner le nom générique de problèmes d' interpolât ioriy en étendant un peu le 
sens habituel de ce mot. Voir ma Note Sur l'interpolation {Comptes rendus, 
ag mars 1897) et mon Mémoire sur les séries divergentes, p. 8a. 

(^) Stieltjes prouve, en effet, que si les c,, sont déterminés parles formules (1), 
dans lesquelles la fonction /{u) est positive, les déterminants A^ et B^ sont néces- 
sairement positifs. 

(^) II importe de remarquer que cette égalité n'est nullement évidente; elle 
implique que la série divergente doit avoir la môme somme, qu'on la convertisse 
en fraction continue ou en intégrale définie; c'est là un des résultats les plus 
intéressants du Mémoire de Stiehjes. 

{*) Nous simplifions ici le calcul de Stieltjes, grâce à notre hypothèse de la 
continuité de /{u)y qui restreint d'ailleurs la généralité de la question; notre 
analyse ne s'applique pas au cas où les données seraient telles qu'elles devraient 
conduire à une fonction discontinue. 
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une valeur réelle el négative de z et désignons par e une quantité 
réelle que nous ferons tendre vers zéro par valeurs positives. On a 



du 



F(-a-i8)- F(-a-f-/£)= f /{u)( ! .- — * — .) 

_ /** iUf{u)du 

Nous allons cberclier la limile, pour e = o, de l'intégrale 

. __ r* iicf( u)du 

Cette iutégrale, pour e = o, rentre dans la catégorie de celles que 
Cauchj appelait singulières, c'est-à-dire dans lesquelles tous les 
éléments sont nuls, sauf un seul (correspondant ici k u = a) qui 
fournit à lui seul la valeur de Tinlégrale. 

Pour évaluer Tintégrale I, nous désignerons par h une constante 
positive fixe, et nous écrirons 

Lorsque e tend vers zéro, h restant fixe, la première et la troisième 
intégrale tendent visiblement vers zéro et Ton a 

IimI = Iim I — ---^ — • 

Supposons maintenant que, dans Tintervalle a — h, a-\-h, la 
fonction /(u) soit comprise entre les limites A et B; Thjpothèse 

A </(!/)< B 
entraînera 

. r"** tjii r^^ ^'fl''ldu_ r"^* _e^'" _ 



Or rintégrale 

r'"^" tdu 



a— h 

est aisée à évaluer. En posant 



/O CHAPITRE II. 

elle devient 

h 

2 dt 



r^ dt 
J A I -+- f » 



E 



et, lorsque e tend vers zéro par valeurs positives, h restant toujours 
fixe, on obtient 

.1 i-h/* 
L'intégrale 



r''^ z/{u)du 



est donc comprise, pour les valeurs de e suffisamment voisines de 
zéro, entre 



Air et Bit. 



Nous avons supposé jusqu'ici h fixe, mais il est clair que rien 
ne nous empêchait de l'avoir choisi aussi petit que nous voulions; 
la fonction /(u) étant continue, A et B peuvent être supposés 
différer aussi peu que l'on veut de /(«); il en résulte que l'on a 



liml = 'n'i:f(a), 



c'est-à-dire 



( j) /(a) rrr -L lim[F(— a — it) — F(- a -4- is)]. 

On voit ici la confirmation de ce que nous avions dit au sujet 
de la non-uniformité de F(z) en tout point où /{u) n'est pas 
nul; on voit aussi que, dans le cas où /{z) est analeptique, la 
fonction peut être prolongée au delà de la coupure, puisque la 
mesure de sa non-uniformité est linf^z) fonction analj^tique, 
tandis qu'il n'en est certainement pas de même lorsque /"(w) n'est 
pas analytique. 

Mais notre but principal était la détermination de/(w)au moyen 
de F(5); il est réalisé par la formule (5); cette détermination est 
d'ailleurs unique, et Stielljes démontre que, dans le cas où nous 
nous trouvons, c'est-à-dire dans le cas où les Cn sont tels que la 
série 
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est divergente, il n'j a pas diantre fonction positive f{u) vérifiant 
les relations (i). 

La théorie précédente fait donc correspondre, dans des cas très 
étendus, à une série divergente une fonction analeptique bien déter- 
minée. Il est d^ailleurs aisé de démontrer que, si la somme, la diflTé- 
rcnce, le produit de deux séries divergentes sont tels que la 
théorie de Stieltjes s'y applique, la fonction analytique qu'elle 
fournit est la somme, la différence, le produit des fonctions ana- 
lytiques qui correspondent aux séries dont on est parti. 

Il en est de même pour la dérivée d*une série, moyennant quel- 
ques hypothèses supplémentaires de continuité sur/[u). 

Ces divers points résulteront des développements du prochain 
paragraphe. 

Ce que nous devons faire remarquer ici, c'est que, s'il est clair 
que la théorie s'applique à la somme de deux séries lorsqu'elle 
s'applique à ces deux séries, il n'en est point nécessairement de 
même pour la différence ni pour le produit. C'est là une lacune de 
la théorie de Stielijes, qu'il est essentiel de combler pour en rendre 
les applications possibles; ce sera l'objet du prochain paragraphe. 

En terminant celui-ci, nous tenons à répéter ce que nous avons 
dit au début, c'est-à-dire à souhaiter que notre résumé, bien que 
sec et incomplet, ait assez intéressé le lecteur pour lui donner le 
désir d'étudier le Mémoire de Stieltjes. 



La généralisation de la théorie de Stieltjes» 

Nous avons vu que le problème de la détermination de la fonc- 
tion /(w), supposée positive, par les relations 

(1) Cn= I /{u)u'»du (/i = 0, 1, a, 3, . . .^ 

est déterminé d'une manière unique, lorsque les c,, sont tels que 
la série 

soit divergente. 

Pour abréger, nous dirons que, dans ce cas, les Cn satisfont à 
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la condition S, et que la fonclioD f{ii) corresi)ondante satisfait 
aussi à la condition S. 

Etant donnée une fonction /{(()<, il est important de savoir re- 
connaître si elle satisfait ou non à la condition S. « C^est là un 
problème, ditShelljesà la page i ladu Mémoire cité, qui présente 
quelques analogies avec celui qui consiste à décider de la conver- 
j;ence ou de la divergence d'une série donnée. On n'en peut guère 
donner une solution générale ; tout ce qu'on peut faire, c'est donner 
(juelques règles qui permettent de répondre à cette question dans 
un certain nombre de cas particuliers. » 

Il serait, en effet, aisé de montrer que, de même que pour la 
convergence et la divergence des séries, on ne peut espérer ré- 
soudre la question au moyen d'une infinité dénombrablede règles; 
la difficulté ainsi mise en évidence paraît donc insoluble; mais il 
importe d'observer qu'elle est plus apparente que réelle, comme 
d'ailleurs la difficulté analogue pour les séries. 

En effet, bien que Paul du Bois-Rejmond ail fourni un exemple 
d*une série convergente dont la convergence ne peut être démon- 
trée par aucun des critères de Bertrand, on peut dire qu'e/i pra- 
tique ces critères suffisent, c'est-à-dire permettent d'étudier toutes 
les séries que l'on rencontre effectivement. Dès lors, si l'on a 
démontré une proposition pour toutes les séries dont la conver- 
gence peut être prouvée par l'un de ces critères, c'est-à-dire pour 
toute série telle que l'on ait, quelque soit /i, pour quelque valeur 
de a, 

|w«l< — ï i i i n~"- (£>o)» 

/i log/i lOgs/l logjH MOjîxIl >*"^* 

on pourra appliquer cette proposition à toutes les séries que l'on 
rencontrera (après s'être assuré qu'elles satisfont bien à la condi- 
tion requise), c'est-à-dire à toutes les séries sauf peut-être quelques 
rares exceptions, de sorte que cette pit)posilion, en apparence très 
particulière, ne sera pas loin d'être tout à fait générale ('). 

Il en est de même pour la condition S; dans rimpos>ibilité où 



( ' ) I^ Qécessitê de supposer, pour une ilêuioastraiioo, uae série pius conver- 
gente qu'uae série connue^ au lieu de la supposer siouptemeai conTergente^ est 
fréquente en AnaUse. C'est à cela que revient au fond la notion de convergence 
ttoiforme, dont rioiportance est si grande. 
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nous sommes de rexpliciler complètement, nous la remplacerons 
par une condition plus restrictive, mais sensiblement (équivalente 
en pratique (de même que pour une série, l'Iiypotlièse que sa con- 
vergence est démontrable par un des critères de Bertrand est, en 
pratique, sensiblement équivalente à Tliypollièse, théoriquement 
bien plus large, qu'elle est convergente). 

Pour obtenir la condition plus restrictive dont nous venons de 
parler, nous utiliserons une proposition de Stieltjes, dont nous 
ne pouvons donner ici la démonstration, qui est intimement liée 
avec des parties fort étendues du Mémoire de Stielljes. 

Cette proposition, tout à fait analogue à une proposition fonda- 
mentale de la théorie des séries, est la suivante : 

Si la fonction f{u) satisfait à la condition S, toute fonction 

f\{ii) telle que le rapport 

fi(u) 
J\ u ) 

soit constamment inférieur à un nombre positif fixe, satisfait 
aussi à la condition S. 

Il sufGt dès lors de connaître une fonction particulière /(w) sa- 
tisfaisant à la condition S, pour obtenir une règle analogue aux 
règles de convergence que Ton déduit pour les séries de la com- 
paraison avec les séries connues. 

Or, si l'on suppose 

on obtient, comme le montre Slielijes, 



a„= , 



4 
n 

la série 



1 

est donc divergente et la fonction /(//) satisfait à la condition S, 
Comme on peut évidemment changer u en mu^ m étant une con- 
stante, on obtient la proposition suivante : s'il existe des con- 
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slanles A et m telles que Ton ail, quel que soit u, 

la fonction /(u) satisfait à la condition S. 

Nous remplacerons désormais la condition S par cette condi- 
tion S' qui est plus restrictive (*), mais qui a l'avantage d'être 
plus explicite; on pourrait faire une théorie analogue' à celle que 
nous allons exposer en remplaçant la condition S' par toute autre 
•condition S'' comprise dans la condition S. 

Nous supposons donc que /{u) satisfait à la condition S'; 
nous supposerons aussi que les dérivées successives de/{u) 

satisfont aussi à la condition S\ au moins jusqu'à un certain 
ordre X, que nous nous réservons de fixer ultérieurement, pour 
les besoins des applications. Nous possédons maintenant les 
éléments nécessaires pour lever la restriction fondamentale de 
Stiehjes, c'est-à-dire Thypothèse que /(m) est positive. 

Etant donnée une fonction ç(«), non nécessairement positive, 
nous dirons que c'est une Jonction de Stieltjes, si la fonction 
positive 

?(w)i 



satisfait à la condition S', ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre a. 
Nous allons prouver que, si l'on pose 

<?.) Cn= I ^{u)u'^ du (/i = o, 1, 2, 3, . . .), 

ces relations déterminent complètement ç5(w),lesC/, étant donnés, 
si on leur ajoute la condition que ^{u) doit êtr^e une fonction 
de Stieltjes, 

En effet, s'il existe une autre fonction de Stieltjes '}(w) satis- 



(') Celle condilion n'est d'ailleurs pas beaucoup plus rcsiriciive; en effet, si 
l'on a 

f{u)> Ae-""*\ 'k<\ 
J{u) ne satisfait pas à la condition S. 
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faisant à ces relatioDS, on obtiendra, comme à la page 67, 

(3) ® ~ / ^{u)u^ du (/i — o, I, 2, 3, . . .), 

en posant 

D'ailleurs ô(w), différence de deux fonctions de Stiehjes, est visi- 
blement une fonction de Stielljes, c'esl-à-dire qu'il existe des 
constantes Â et m telles que Ton ait 

(4) |e(w)|<Ac-"»v'«. 

Mais il résulte des propositions de Stieltjes que la fonction 
positive 

est telle que les relations 

<5) Y« = / ^(u)u" du (/i = o, 1, 2, 3, . . .), 

ne peuvent être vérifiées (pour les mêmes valeurs des y,,), par 
aucune autre fonction positive ni, (//). Or, si l'on pose 

îl résulte de l'inégalité (4) qne la fonction tsi(u) est positive, et 
des relations (3) et (5) que l'on a 

Yrt = / mi{u)u^ du (/i = o, I, 2, 3, . ..). 

Il y a donc contradiction, à moins que ^{u) ne soit identiquement 
nulle, c'esl-à-dire que <p(w) = i(w), ce qui démontre notre propo- 
sition : // ne saurait exister une /onction de Stieltjes ^{u) 
distincte de (f{u) et vérifiant les relations (2). 

La série (divergen le, sauf dans le cas exceptionnel signalé plus 
haut) que l'on déduit de l'intégrale 

r* o(u)du 
X --+-"' 

sera dite une série de Stieltjes, dans le cas où 'f (w) est une /onc- 
tion de Stieltjes. 
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Mailieurcusement, le lien que la fraction continue élablissait 
entre la série et Tintégrale, dans le cas où Zf(u) élalt supposé 
positif, nVxislant plus ici, nous ne pouvons donner de méthode 
simple pour reconnaître qu'une série divergente donnée est une 
série de Stieltjes, et pour calculer la fonction o{u) correspon- 
dante ('). On peut cependant démontrer à ce sujet plusieurs pro- 
positions intéressantes. 

Tout d'abord on peut donner une condition nécessaire pour 
qu'une série soit une série de Stieltjes; on a 



et 



on en conclut 



* 



\o(u)\ = Ae-"'*'"; 



Cn\< I ke-'"^'*u'*duy 



« 



d'où, en posant 



11= —y 

m* 



B étant une constante. Telle est la condition nécessaire à laquelle 
doivent satisfaire ces o, pour que la série 



^0 ^» . £* _ ^ 

r.i xi 



• • • 



) 



puisse être une série de Stieltjes. 

Une autre proposition est la suivante : Pour qu'une série soit 
une série de Stieltjes, il faut et il suffit (2) qu'elle puisse se 
mettre sous la forme de la différence de deux séries analogues, 
à chacune desquelles corresponde une fraction continue de 
Stieltjes con vergen te. 



(') Voir la ^ote de la page lô'j. 

(') En réalité, la condition n'csl pas absolument suffisante; elle entraîne seu- 
lement que la fonction 9(</) qui correspond à la série satisfait à la condition S, 
mais non à la condition S'; mais, comme la connaissance des fractions continues 
permet de former cette fonction 9(<<), il est aisé de voir ce quM en est. 
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En eflet, si Ton pose 

les fonctions f{u) ei/i{u) sont manifestement toutes deux posi- 
tives (ou du moins ne sont jamais négatives), et l'on a 

c'est-à-dire 

/—Q(aWa_ r* f{u)du r'/ ,(u)du 

11 suffit de remplacer chaque intégrale par la série correspon- 
dante pour avoir notre proposition; car, bien évidemment, pour 
que ^{u) satisfasse à la condition S, il faut et il suffît qu^il en soit 
de même pour /(w) et/, (w). 

Mais nous avons hâte d'arriver aux propositions fondamentales 
qui sont la base des applications de la théorie : ce sont les propo- 
sitions relatives à la possibilité d'appliquer aux séries de Stielljes 
les opérations fondamentales de l'Algèbre et de l'Analyse : addi- 
tion, soustraction, multiplication (*), différentiation. 

Relativement à l'addition et à la soustraction, nulle difficull**; 
il est clair que la somme ou la dift'érence de deux séries de Stielljes 
est aussi une série de Stieltjcs. 

Occupons-nous maintenant de la dilTérentialion, plus facile à 
traiter que la multiplication. 

Soit 

F(.)= rîiiiii^ 

Cff = j <^{u)u" du (m = o, 1 , 2, 3, . . .)î 
de sorte que l'on a le développement divergent 



avec 



r2 -i 



(') On pourrait déduire, dans des conditions déterminées, une règle de divi>ion 
de la règle de mulliplicaliun ; mais nous n'en aurons pas besoin et les conditions 
restrictives à introduire seraient d'ailleurs une gène. 
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Je dis que la série 

(6) F (^) = --. + — -^ + _--... 

est aussi une série de Slielljes, qui représeole bien la dérivée 
deF(;:). 

On a, en effel, 

D'où, en intégrant par parties, 

F'(.) = riiiiir_ f'yl'^ii, 

c'est-à-dire 

Z . / Z -h U 



On voit que le développement de F\z) fournira une série de 
Stielljcs, puisque Ton suppose que 'f'(//) est une fonction de 
Stielljes. Posons 



• • • • 



On a 

Yu-= — o(<))— / 9'(a)ûfM — — «p(o) -h«p(o) = O. 

Puis 
c'est-à-dire, en intégrant par parties, 

Les développements (6) et (7) coïncident donc. 

c. Q. F. D. 

Il nous reste à prouver que le produit de deux séries de Stieltjes 
est une série de Stielljes. 

Dans ce but, désignons par /{ti) et f (^/) deux fonctions de 
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Slielljes et posons 



Soient, ({^ailleurs, 



• 

9(u)du 



» ^ -T- €♦ 



c„= I f{u)u"du (/* =o, I, 2, 3, ...), 
tn^ I ^{u)u^du (/l = O, I, i, 3. .. .), 



de sorte que les développeinenls formels de V{z) et de ^{z) sonl 

Il s^agit de prouver que Ton a 

t^(-)*'(-,- -Ti -.3 ^ ,v •••» 

c'est-à-dire que le produit par z de la série du second membre est 
une série de Stieltjes, telle que l'intégrale correspondante 



/ 



(i(u)du 



u 



soit égale èLzF(z)^{z). En d'autres termes, Ton doit prouver qu'il 
existe une fonction 0(£/) telle que l'on ait 



z¥(z)^(z)= / -:-^—y 



CoY/»-^-C|Y/t-l4-c,Y«-î-^-••.-+-C/lTo= / 0(m)""^'" 

(/i = O, 1,7, . . . ). 

Les expressions de F{z) et de ^{z) donnent immédiatement 

z/(uy^{v)dudi' 






(•5 -+-'•> 

On a remplacé, dans l'expression de "I>(3), la variable d'inlégra- 
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tion II par c, aTin de pouvoir écrire sans confusion l'inlégriilc 
double. Nous allons maintenant iransfoimer cette intégrale. 
On a 

de sorte que, si l'on désigne, pour abréger, l'intégrale par J, on 
peut écrire 



x'.r""=^(^-^"-^-"=)^<""" 



) du di>. 



L'intégrale J a iin sens, malgré la présence du facteur v — u en 
dénominateur, puisque ce fadeur se retrouverait en numérateur 
dans la parcnlhèse. Mais il n'en serait plus de même si l'on décom- 
posait l'intégrale J en deux autres, en séparant les deux termes de 
la parenthèse; chacune de ces intégrales serait dépourvue de sens. 

Pour éviter cette dtrficullé, nous allons modifier l'expression 
de J; traçons deux axes rectangulaires Ou, Oi', et figurons les 
deux droites 

£ étant une constante positive. 

Nous désignerons par D^ le domaine obtenu en supprimant de la 
portion du plan pour laquelle les coordonnées u, v sont toutes 
deux positives, la bande comprise entre ces deux droites. Ce 
domaine Df est couvert de hachures sur la^f^. ii. 




Cela posé, on a 



-;s./:(^^'^:-(^-^)" 
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On peut dès lors écrire 

J = J 1 -H J 2} 

avec 

J*=lim / / - — -^ -audv, 

en supposant toutefois que les limites existent, ce que nous allons 
incessamment vérifier. Les intégrales doubles considérées ont, en 
effet, un sens, tant que e n'est pas nul, puisque la droite a = t» est 
en dehors du champ d'intégration. 

Occupons-nous d'abord de J|. 

Posons 

On a évidemment 
Nous devons d'abord calculer la somme d'intégrales (') 

Or, on a évideinrncnl 

JÛ!'l^ ^f^u) log(a - r) -f/'iu) \os(u - r) du, 
et aussi 

•-— -^- ^-/('Olo-ii-'— w;— I / {u)\o<^{v-- u)du. 

On en conclut que la somme d'intégrales cherchée est égale à 

f{v — e) Io-£— /( o; U)^^v -/( v' -4- i) Iog£ 
— / f\u)\o'^( V— ii)(lu — j /'iu)\o'^{n — v)duj 



• i'-»-î 



(') On peut remarquer que celle somme est précisément ce que Cauchy appelle 
valeur principale de rintégrulc 

/'* f( tt^ du 
E. B. (3) G 
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car /(oc) est nul. Or le produit 

tend visiblement vers zéro avec e, puisque la fonction f{u) admet 
une dérivée. On a donc finalement 



car l'intégrale a maintenant un sens, bien que le facteur 

-lofi;(M — vY 

2 ° ' 

(auquel on doit donner son sens arithmétique) devienne infini 
pour u = i'. 

On obtient ainsi, en posant, 

Ja formule 

e=o Jo z-^v 

De même, en posant 

ç(o)logw-l- / ^\v)-lL ZLJ- civ = m{u)y 

Ton aura 



'"S 

On a donc finalement 



iff(u)m(u) du 



z -\- u 



Il est aisé de voir que la fonction 

(i(u) = u[/(u) ni{u) ^ o(u) yL(u)] 

est une fonction de Slieltjes, en même temps que /(u) cl o(u) ; il 
suffit pour cela de remarquer que Ton a aisément des limites su- 
périeures des intégrales qui figurent dans les expressions de m(u) 
et de |^(w); quant aux facteurs logw, ils sont pour u=o détruits 
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|>ar le fadeur u qui figure en dehors des crochels; on voit dès 
lors immédialement que si Ton a 

|/(tOI<A<r-'«^« 
|o(a)l< Ae-'«v'", 

Ton a aussi, pour u assez grand, 

|0(w)|<e-'«'^'«, 

pourvu que m' soit inférieure m; et, comme 0(w) esl toujours fini, 
il existe un nombre A' tel que Ton ait, quel que soit «/, 

\^{u)\<ye-'n'>fu^ 

La première partie de notre proposition est donc démontrée : 
il est prouvé que le produit 5F(5)^(5)est une série de Stieltjes; 
il s'agit maintenant de faire voir que celte série s'obtient en mul- 
tipliant les séries z¥{z) et ^(^). On pourrait le vérifier en calcu- 
lant directement les intégrales 

calcul un peu long, mais sans difficulté. Il vaut mieux remarquer 
que cette vérification est inutile, car, comme nous avons déjà eu 
l'occasion de le rappeler, les règles du calcul sont indépendantes 
de la valeur numérique des lettres sur lesquelles on opère; or dans 
le cas particulier où les séries F{z) et ^{z) sont convergentes, 
c'est-à-dire od /{u) et ç(w) sont nulles pour u assez grand, il est 
clair que la vérification doit s'effectuer-, Thypothèse que /(//) et 
«(w) sont nulles pour u assez grand n'y interviendra d'ailleurs 
pas, puisque les intégrales sont prises jusqu'à l'infini et que, dans 
tousles cas, non seulement /(w) et îp(w) mais les produits u'^J(^u) 
et u"o{u) s'annulent à l'infini. 

Le calcul de vérification est donc inutile et notre proposition se 
trouve complètement démontrée. 

On peut résumer les diverses propositions précédentes en un 
seul énoncé : 

Soient y\, y2') • • • ? yn ^^^ séries de Stieltjes et 
un polynôme par rapport à ces fonctions et à leurs dérivées; 
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ce polynôme est une série de Stiettjes, que l'on obtient en cal- 
culant sur les séries comme si elles étaient com^ergentes, 

11 est manifeste qu'une série de Slielljes ne peut représenter 
zéro que si tous ses coefficients sont nuls; en effet, la fonction 

F(.). r-on^^'^ 

/ Z -r- U 

ne peut être identiqueineul nulle que si /(u) est identiquement 
nulle et dès lors tous les c*,/ sont nuls ; d'autre part la seule fonction 
de Slielljes qui corresponde à des Cn tous nuls est évidemment 
une fonction identiquement nulle. 

On peut donc ajouter à l'énoncé précédent que /'o/i aura 

dans le cas et dans le cas seulement où la série de Stieltjes 
obtenue pour 4> est identiquement nulle. 

Enfin, tout ce qui précède s'étend sans difficulté au cas où les 
coefficients du polynôme ^ au lieu d'être constants sont des po- 
lynômes en ;; ; on peut, en effet, en divisant par une puissance con- 
venable de ^, avoir pour coefficients des polynômes en - lesquels 

/*» 

peuvent être considérés comme des cas particuliers des séries de 
Stieltjes (' ). 

On peut dès lors énoncer, en particulier, la proposition sui- 
vante, sur laquelle nous croyons devoir attirer l'attention : 

Soit 

une équation différentielle algébrique et 

Cq c, r, c, 

^ Z Z^ Z^ Z* 

une série divergente qui la nérifie formellement; si cette série 
est une série de Stieltjes, elle définit une intégrale de Inéqua- 
tion différentielle. Car, l'équation différentielle étant vérifiée 
formellement par la série r, la fonction de Stieltjes obtenue par 



(') Obscrvous en passant que l'ordre 'le dérivalion, laissé indclerminé p. 7'|, 
devra ùtre au moins égal à l'ordre de dérivation le plus élevé X qui figure dans 4>. 
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celte substîliition a tous ses coefficîeDts nuls et est par suite iden- 
tiquement nulle; c'est-à-dire que la substitution de la fonction y 
rend identiquement nul le premier membre de l'équation différen- 
tielle; c'est-à-dire que j^ est une intégrale. 

Pour donner un exemple, considérons la série dont il a déjà été 
question page 55 : 

__ e-**du _^ I I \ .1 1.9.3 



re-**du _^ I I \ .1 1.9. 

^ y ;; H- M z z^ z^ z^ 



c'est visiblement une série de Stielljes. 

II est aisé de former une équation différentielle à laquelle satis- 
fait formellement j^; on a, en effet 



, — I 2 I.9..3 1.2.3.4 

y -» -:] -♦ 

*» /*» /*» 



r* 



c'est-à-dire 



y-y-'-:- 



11 résulte de ce qui précède que la fonction j', c'est-à-dire l'in- 
tégral e définie 

Jr» r-"rfit 



vérifie cette équation différentielle, ce qu'il est d'ailleurs très aisé 
de vérifier. 

Les fonctions de Stielljes nous fournissent ainsi un premier 
exemple d'utilisation des séries divergentes pour l'intégration 
effective des équations différentielles, c'est-à-dire pour la détermi- 
nation précise de leurs intégrales au moyen d'un développement 
divergent. 

Malheureusement, le champ des applications de la théorie pré- 
cédente ne peut être qu'assez restreint, puisque les séries de 
Stielljes ne sont aptes qu'à représenter des fondions analytiques 
admettant comme unique singularité un segment rectiligne (*), 
c'est-à-dire une classe de fonctions en somme très particulière. 
C'est donc seulement aux c(|ualions différentielles admettant une 



(*) Un changement simple de viiriablc permet de supposer ce segment quel- 
conque; on pourrait aussi le remplacer sans difficulté par un arc de cercle. 
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inlégrale de celle nature que la llu'orie qui vient d'clre déve- 
loppée a chance de pouvoir s'appliquer. 

Néanmoins, les recherches de Stielljes sont fort importantes, 
au point de vue des idées que Ton peut chercher à se former sur 
les séries divergentes en général ; mais il y aurait lieu de ne pas se 
contenter de la généralisation que nous venons d'en donner et de 
chercher à les étendre dans d'autres directions. Pour y arriver, la 
méthode la plus sûre consisterait peut-être à chercher à démon- 
trer les propositions même de Stieltjes par des méthodes plus 
générales. On aura ainsi des démonstrations probablement plus 
longues que les siennes, qui sont fort ingénieuses et qui paraissent 
aussi simples que possible pour le cas particulier traite, mais ces 
démonstrations plus longues auraient sans doute l'avantage de 
s'étendre sans effort à des cas plus généraux. 



CHAPITRE III. 

L\ THÉORIE DES SÉRIES SOMMABLKS. 



Les méthodes basées sur les valeurs moyennes. 
Nous avons déjà, à propos de la série d'Eiiler, 

I— l-i-I — I-HI — I-H... 

indiqué que plusieurs géomètres ont invoqué, comme argument 
destiné à prouver que la série est égale à ^, la remarque suivante : 
on obtient comme somme i ou o, suivant que l'on prend un 
nombre impair ou pair de termes; ces deux sommes s'obtenant 
ainsi aussi souvent Tune que l'autre, il est naturel de regarder la 
série comme égale à leur moyenne arithmétique \, 

Ce raisonnement est évidemment complètement dépourvu de 
rigueur; il constitue cependant une induction intéressante, qui 
s'est trouvée justifiée, dans un cas assez étendu, par la proposition 
de M. Frobenius que nous avons signalée page 5. 

Mais la première application, d'un caractère général, de la mé- 
thode de la moyenne arithmétique | r.raît due à M. Cesàro (*). 
Elle est relative à la multiplication des séries. On sait que, étant 
données deux séries convergentes 

(l) Z/O-H ?ii-f- î^2-^» • •> 

(a) * t'o-^ t'i^- t'2^-.-., 

Cauchy nous a appris à mettre leur produit sous la forme 

D'ailleurs, on a démontré que sous des conditions très larges, 



(') Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIV, 1890. 

Voir aussi Cesaro, Sulla dcterminazione assintotica délie série di potenze 
{Bendiconti délia II. Accademia délie Science fisiche e matematiche di Napoli; 
28 ottobre 1893). 
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qu'il est inutile de rappeler ici (*), la série (3) est effectivement 
le produit des séries (i) et (2). 

Néanmoins, lorsque les séries (i) et (2) ne convergent absolu- 
ment ni Tune ni l'autre, il peut arriver que la série (3) soit diver- 
gente; dans ce cas, il semble que la multiplication des séries soit 
impossible. 

M. Cesàro étudie ces séries divergentes particulières (3) qui 
résultent du produit de deux séries convergentes et il montre que 
ces séries appartiennent à la classe des séries qu'il appelle simple- 
ment indéterminées, c'est-à-dire sont telles que si l'on désigne 
par Sn la somme des n premiers termes, le rapport 

S\ -4- Sh -4- . . . -4- Sfi 



n 

tend vers une limite s qu'il appelle la somme de la série (^). 

La somme, ainsi déjinie, de la série (3) est, même lorsque 
cette série est divergente, égale au produit des sommes des 
séries (i) et (2). Telle est la proposition fondamentale de M. Ce- 
sàro dont la démonstration est d'ailleurs fort simple. 

Posons, pour abréger, 

de sorte que la série (3) s'écrive 

(3)' (1P'o-+- «'1-+- «'i-h. . .-h «'/i-h 

Posons d'ailleurs 



n 



U/i= Z^Uj^ 




n 



V„ = 2'''' 




n 




On a visiblement 

(') Voir notamment Mertens, Journal de Crelle, l. 7î), p. 18a; Prinosheim, 
Math. Annalen, l. XXI, p. 327. 

(2) Une application intéressante des séries simplement indéterminées a été 
donnée récemment par M. LÉoroLD Fejkr, Sur les fonctions bornées et inte- 
grables {Comptes rendus, 10 décembre 1900). 
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Il CD résulle 

^Vo-^ Wi -+-. . .-^ W« - UoV„ -i- U, V„_, -i-. . .-f- U« Vo 

cl, par suite, 

^^ •) -f- • • . -^- \\ // 1 V ,1 -h . . . -4- u /i \ 

/i -T- l /i -h 1 

Par hypothèse U/, tend vers une limite U cl V« vers une limile V; 
loul revient à démontrer que l'expression 

t' n V w "+~ • • • "?~ t' // ' 
n -1- I 

tend, pour n infîni, vers la limite UV. 

Les Un et les V„ tendant vers une limite il existe un nombre A 
tel que Ton ait, quel que soit n, 

|U„|<A, |V«|<A. 

D'autre part si nous donnons un nombre e, on pourra déter- 
miner un nombre/? assez grand pour que les relations 

et 11 p. 

entraînent 

lJaV3-UV|< e; 



c'est une conséquence évidente du fait que les nombres U,i et V,, 
ont pour limites respectives U et V. 

Cela posé, choisissons un nombre n supérieur à 2/>; la fraction 

V(t\ ,,-r- ï ' 1 > ^/.-i -4- . . . ->- U „ V() 

/* -f- I 

pourra être décomposée en trois parties 

t '0 V,/ -f- . . . -^ ^' f'—\ ' n—p * 1 

n -h I 

Il V _4- _U II V 

// -:- 1 
U/i— />-f-| V ;,_ 1 -h . . . -I- l' « V 

n -i- I 

La première et la troisième parlies sont respectivement infé- 
rieures, en valeur absolue, à 

2 - ; 

n -h I 
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car chaque terme du numérateur est inférieur à A^, en valeur 
absolue; on peut représenter leur somme par 

'jtO — 

n H- i 

avec (*) 

-i<e<i. 

Quant à la seconde partie elle est égale à 

(/l -h I— •2/))(L'V-hO'£), 

en supposant encore 

-i<0'<i, 

puisque chacun des lermes du numérateur est égal à LV-i-0"£. 
On a donc finalement 



n -t- 1 n -i- i n 



On voit que si, en laissant /> fixe, on fait croître n indéfiniment, 
on peut déterminer un nombre m tel que, pour n > m, le second 
membre soit compris entre 

U V — 'j. t et U V -+- 2 1. 

Or le nombre £ a pu êlre choisi aussi petit que l'on veut^ le pre- 
mier membre a donc pour limile UV lorsque n augmente indéfi- 
niment et la proposition de M. Cesàro est démontrée. 

Nous ne nous étendrons pas sur l'extension donnée par M. Ce- 
sàro à sa proposition par la définition de séries 2,3,..., r fois indé- 
terminées. La somme de ces séries s'obtient toujours en prenant 
la moyenne des sommes Si , 5-2, . . . , 5^ de i , 2, 3, . . . , n lermes 
et en cherchant la limile de cette moyenne pour n infini. Mais, 
pour prendre celte moyenne on affecle chaque somme lV un poids 
convenable, c'esl-à-dire qu'au lieu de considérer simplement 
l'expression 

S\ -4- S 9 -+- . . . — f— X ff 

II 



(') Nous sn))posons ici les «^ et ^' réels; il n'y aurait aucune diffirullr à les sup- 
poser imaginaires. 
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on consiJtTC la suivante 

^/j -+- ^/2 -h. . . -H Ufi 

dans laquelle les a sont des nombres positifs convenablement 
choisis, qui dépend à la fois du rang n et de Tordre d'indétermi- 
nation r de la série. 

M. Cesàro démontre la proposition suivante : Le produit d'une 
série p fois indéterminée par une série q fois indéterminée est 
une série qui est, au plus, p -^ q -h i fois indéterminée. Cette 
série produit peut donc être calculée par les méthodes de M. Ce- 
sàro. 

En particulier, le produit de p séries convergentes est une série 
au plus p — 1 fois indéterminée et sa somme peut donc être 
toujours calculée (*). 

On voit combien sont intéressants les résultats de M. Cesàro; 
une classe étendue de séries divergentes, déduites de calculs effec- 
tués sur des séries convergentes, c'est-à-dire se présentant natu- 
rellement dans les applications^ peut être sommée par une mé- 
thode simple. Malheureusement, le champ d'extension de ces 
méthodes est, malgré tout, assez limité; si Ton considère le pro- 
duit de deux séries convergentes, que nous écrivons, comme plus 
haut, 

il'O -T- il'i -t- . . . -r- iVn H- . . . 

avec 

il suffit de remarquer que Un et Vf^ tendent vers zéro pour n infini, 
pour conclure qu'il en est de même du quotient 



"".; 



//. 



On verrait de même que si Ton désigne par 

• < (^ i ** 1 ~"~ • • • 'il ~ • • • 

le produit de /? -f- i séries convergerïtcs, effectué d'après la règle 



( ' ) Il iiiiporie (le rciii;ir(|iicr que si une >cric est inruns de r fuis indéterminée, 
il n'y a aucun inconvénionl, pour trouver »»a îjoinme, à lui iipptiqui.'r la niclhoclc 
qui convient aux séries r fois indélcrminées. 
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de Caucby, le quolienl 



ni' 



tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 

Les séries divergentes obtenues par la multiplication d'un 
nombre quelconque de séries convergentes satisfont donc à la 
condition suivante : il existe un nombre p tel que Von ait, 

pour n assez grand, 

\x„\<nP, 

Dès lors les séries divergentes qui sont telles que, quel que 
soit/>, il existe une infinité de valeurs de n telles que Ton ait 

ne rentrent pas dans la catégorie précédente. Telle est, par 
exemple, la série 

I — 2 -h 4 -+- 8 — I G -h 3:>. 

11 n'en résulte d'ailleurs pas nécessairement que les méthodes 
de M. Cesàro ne puissent s'appliquer à ces séries; mais il est 
aisé de voir directement qiie, lorsque Sn est une fonction de n 
croissant assez rapidement, les moyennes de M. Cesàro ne peuvent 
tendre vers aucune limite et que, par suite, sa méthode ne saurait 
être applicable. 

Il j a donc lieu, si Ton veut étendre la catégorie des séries 
sommables, d'apporter à la méthode des moyennes des modifica- 
tions notables. 

Voici comment on peut procéder. 

Soit 

Mo -^- W| -4- Mj -f-. . .-h M,t -H. . ., 

la série proposée; nous posons 

5, = //„ -4- llx, 



S„ = f/t, -h // , -4- . . . -h W,/, 



La forme la plus générale d'une moyenne entre les nombres 5©, 
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5|, 6*2, . . . , s,i^ . . . est la suivante 

^0 '^0 ~^ ^' 1 «^ l ~*~ • • • ~*~ f^ n '^ tf ~+" • • • 

itQ -T- ai -+- . . ,-r- fi/i -+-... 

dans laquelle les a„ sont des nombres réels non négatifs. D'ail- 
leurs, certains d'entre eux pourraient être supposés nuls; par 
exemple M. Cesàro prend, pour les séries une fois indéterminées 

Oq = ai = . . .= a„ — ty 

et il fait ensuite croître n indéfiniment. 

D'ailleurs il est naturel de supposer que les deux séries 

sont convergentes, sinon on serait ramené au problème même que 
l'on veut traiter ( *). 

Dès lors, dans le cas où les s,t croissent rapidement avec /i, il 
est nécessaire de supposer que les a,^ décroissent rapidement. 
Mais, d'autre part, si les a^ décroissent très rapidement, on 
attribue des poids très faibles aux sommes dont le rang est le plus 
élevé, et ce sont précisément ces sommes de rang élevé qui sont 
importantes dans l'étude des séries. 

Pour résoudre cette difficulté, on peut employer le procédé 
suivant : 

On prendra une suite doublement infinie de nombres positifs a 

(l) fl"' «'1' <7"^ //'»' 



• • • 



\ / yt ^ 1 ' f ' <• « . • . ^ (l.f~, 



• • 1 






(') Cette hypothèse n'est cepcndani pas in(Jis|)eiisabIe, car les séries diver- 
gentes 






pourraient être plus faciles à ctuclier que la série | roposée -w,.. 

Mais on est ainsi amené à des complications dont l'étude nous entraînerait trop 
loio. 
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Dans chaque ligne, les a décroîlronl très rapidement à partir 
d'une certaine valeur de n ; mais cette valeur de n croîtra avec p^ 
de sorte que, dans chaque colonne, on pourra supposer que a^/' 
croît indéfiniment avec/?. 

Dès lors, si Ton forme la moyenne des sommes 5/,, en prenant 
comme poids successivement les nombres (i), (2), . . . , (/>), . . . , 
on sera amené à prendre comme valeur de la somme l'expression 



D'ailleurs les séries 









seront convergentes (*), puisque, lorsque p est fixe, a\^^ décroît 
rapidement à partir d'une certaine valeur de n et que la conver- 
gence d'une série ne dépend que de ses derniers termes. Mais 
d'autre part, lorsque p augmente indéfiniment il en est de même 
de a\f^ pour chaque valeur fixe de n et par suite les sommes s,i de 
rang élevé finissent par jouer un rôle important dans la moyenne. 
Pour appliquer la méthode précédente, il est naturel de sup- 
poser les a\f^ liés entre eux par des lois simples, afin de ne pas 
avoir des expressions trop compliquées. Voici une hypothèse 
assez générale que Ton peut faire à leur sujet (^). 

(^) A condition, bien entendu, que les s^ ne croissent pas trop vite; à chaque 
système de valeurs des a'^"^ correspond une classe de séries divergentes rendant 

convergentes les séries Sa;/'^*,,. 

(') BoRKL, Sur la sommation des séries divergentes {Comptes rendus ^ 
3o décembre 1896 ). Voir aussi sur la théorie des séries sommables les Mémoires 
suivants : Borel, Sur la généralisation de la notion de limite et sur l'exten^ 
sion aux séries divergentes sommables du théorème d'Abel sur les séries 
entières {Comptes rendus, i3 janvier 189G). Applications de la théorie des 
séries divergentes sommables {Comptes rendus, 7 avril 1896). Sur la région de 
sommabilité d'un développement de Taylor ( Comptes rendus, 5 octobre 1896). 
Sur les séries de Taylor { Comptes rendus, i4 octobre 1896). Les séries abso- 
lument sommables, les séries (M) et le prolongement analytique {Comptes 
rendus, 19 novembre 1900). Fondements de la théorie des séries divergentes 
sommables et Sur les séries de Taylor admettant leur cercle de convergence 
comme coupure {Journal de M. Jordan, 1896). Mémoire sur les séries diver- 
gentes {Annales de l'École Normale, 1899). ~" Servant, Sur les points sin- 
guliers d'une fonction définie par une série de Taylor {Comptes rendus, 
t. CXWIII, p. 80, janvier 1899), et Thèse : Essai sur les séries divergentes 
(Paris, Gautliicr-Villars, 1899). 
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Désignons par 

C\)f Cj, Cjj * * * ; C/i) ... 

des constantes positives telles que la série 

soit convergente quel que soit a, ce qui revient à dire que f (a) 
est une fonction entière. Nous prendrons 

de sorte que la somme de la série divergente sera définie par la 
relation 

,. Co5o-H C|/?5i -h. . .H- Crt/?'»5„ -h . . . 

S = lim -^ • . 

;> = « Co-f- C,/> -h. . .H- C„/?«-+-. . . 

On peut d^ailleurs remplacer, pour plus de généralité, la variable 
discontinue/? par la variable continue a et écrire 

s = Iim • 

Nous n^étudierons pas le cas général où la fonction f (a) est 
quelconque; nous prendrons tout d'abord 

la méthode que nous venons d^exposer prendra alors le nom de 
méthode de sommation exponentielle; les séries auxquelles elle 
s^applique seront dites sommables. Nous étudierons ensuite briè- 
vement le cas où l'on suppose 

p étant un nombre entier. 

Ce choix de la fonction exponentielle, comme fonction entière 
sommatrice, a été tout d'abord suggéré par le désir de simplifier 
les calculs et de faciliter les applications. Mais, en réalité, c'est 
pour des raisons bien plus profondes qu'il y a avantage à choisir 
la fonction exponentielle, ou des fonctions qui s'y rattachent d'une 
manière simple. 

Les fonctions que l'on rencontre en Analyse, ou les suites indé- 
finies de nombres qui se présentent comme les coefficients de 
leurs développements en série, ont généralement un mode de 
croissance ou de variabilité assez régulier, c'est-à-dire se ratta- 
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chant d'une manière assez simple à la croissance de la suite des 
nombres entiers; la définition même de la fonction fait connaître, 
en général, le lien qui existe entre ces deux modes de croissance. 
Par suite, on ne troublera pas la régularité du développement, sî 
Ton multiplie chaque terme par une suite de nombres à croissance 
régulière, tandis qu'on le modifierait du tout au tout si Ton choi- 
sissait des nombres à croissance irrégulière (' ). Les considérations 
précédentes, forcément un peu vagues, peuvent faire comprendre 
qu'il existe des rapports étroits entre une série de Tajlor à rayon 
de convergence fini 






et la fonction entière que nous appellerons fonction entière 
associée (^) 



I 



"TT! 



"jt 



En effet, dans le cas où la série de Ta^lor n'admet pas son 
cercle de convergence comme coupure, ce fait seul entraîne, 
comme nous le verrons, une certaine régularité dans la suite de 
ses coefficients; cette régularité subsiste dans les coefficients de 
la fonction entière et, comme c'est de la nature de cette régularité 
que dépendent les propriétés de la fonction, on conçoit que l'étude 
de la série de ïaylor et celle de la fonction entière puissent se ra- 
mener l'une à l'autre, au moins en partie. 

Mais nous allons laisser ces considérations générales, pour nous 
occuper particulièrement de la mclhode de sommation exponen- 
tielle. Nous serons d'ailleurs amené à la transformer, c'est-à-dire 
à modifier l'expression analytique de la somme, de telle manière 
qu'il ne restera plus trace de la méthode des moyennes; nous 
avons tenu néanmoins à faire voir comment découlent de cette 
méthode les développements qui remplissent la fin de ce Chapitre 
et le Chapitre suivant. 



(') Par exemple, on pciil di^finir {voir mon Mémoire sur les séries diver- 
gentes) une fonctiou enlicre à cocflicients tous positifs t3(j7) (et, par suite, 
croissante ainsi que toutes ses dérivées pour 2; réel et positif) telle que, pour une 
infinité de valeurs de x croissant indéfiniment, elle soit aussi voisine que Ton 
veut, tantôt de c^, tantôt de C'; cette fonction et ses coeflicicnls sont à crois- 
sance irrégulière. 

{') Voir page 99. 
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La métha'le de sommation exponentielle. 

Nous avons dit que Ton oblient la mélhode de sommation ex|)o- 
ncnlielle en supposant 

dans les formules de la pa^^e 9J. 

On obtient ainsi, pour définir la somme d'une série divergente, 
la relation 



,•* 



<t a- a 



» 



•f., -+- ^1 - H- -^j i- .^.1 :? 

, . I I . V». I . >. . > 

5 — Il III . 



I - 



l 1.2 I . •>. . 3 



On peut dire aussi que la quantité s définie par cette relation est 



la limite généralisée de la suite 



S.j, Jj , 5, 



• • • « *' // ' 



Il est à peine utile d*observcr que, si cette suite a effectivement 
une limite, le nombre s est égal à cette limite, c'est-à-dire que 
notre définition de la somme coïncide avec la définition ordinaire, 
lorsque la série proposée est convergente. Nous laisserons à nos 
lecteurs le soin de démontrer cette proposition; ils ny trouveront 
aucune difficulté. 
Si nous posons 



a a'*- n"^ 



S\,f() — S^-\- Si r- 5j •- 5;, 

I l .À 1 . '2 . i 

nous obtenons 

s — liiii<^-^.v(^). 

/I - X 

Si Ton remarque que, pour a ==. o^ le produit e^'^s^a) devient 
égal à Wo, on pourra écrire 

s — //,, = [ t'-^' s[ a )J* 

en désignant par la notation [/]2 '^ différence des valeurs de la 
fonction /"pour les valeurs [3 et a de la variable. 
L'égalité précédente peut s'écrire 

.V -//,,— / -/ - [ ^ "'' •^' ' ^' ) 1 <i<^^ ; 

E. B. (3) 



»^ u 
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or, on a 



et 



d 

-^ [e-^s(a)] = e-^'[s\a) — sia)]; 



s (a) = A'i H h 



I 1 . '2 1.2.3 

Il en résulte 

5'(a) — 5(a) = 5i— 5oH ; 1 

c'est-à-dire 

lua Usa^ u^a^ 

s'(a) —s{a) = wjH 1 1 -. H- 

^ ^ ' I 1.2 1,1. S 



Si nous posons 



M, (a) = ui-ï 1 h 

^ I 1.2 



il vient 

d'où, en intégrant par parties, 



s Uq 



= I e-« / Mi(a)e/a -h / e-« / Hi{a)da\da. 



La partie tout intégrée est nulle; et si Ton remarque que l'on a 

/co 
iiQe-** da, 

on obtient la formule définitive 

(i) ^~ I €-^u{a) da^ 

dans laquelle on a posé 

c'est-à-dire 

. . u^a ii^a'^ u^a^ 

(2) u(a) = Uo-\ h 1 -h 

^ ^ ^ ' 1 1.2 1.2.3 

La fonction u{a) sera dite la fonction entière associée à la 
série proposée 

(3) Mo -t- Wl -^ Wj -h M3 -h — 

Cette série doit, en eflet, élre supposée telle que les opérations 
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que nous avons faites aient un sens; il en résulte en particulier 
celte conséquence que la série u{a) doit converger pour toute 
valeur de a, c'est-à-dire représenter une fonction entière. 

Nous dirons quelasérie(3)est sommable lorsque Tintégrale (i) 
aura un sens; cette intégrale définit alors la somme. 

Mais Tétude des séries simplement sommables présente des diffi- 
cultés analogues à l'étude des séries qui sont convergentes sans 
l'jStre absolument; nous la laisserons de côté, pour nous occuper 
exclusivement des séries absolument sommables, que nous allons 
définir. 

Nous dirons que la série (3) est absolument sommable si, 
non seulement r intégrale (i) a un sens, mais sUl en est de 
même de l'intégrale 

(4) f e-<^\u{a)\da, 

et aussi des intégrales 

(5) f c-«|a'A'(a)|rfa, 

dans lesquelles X désigne un indice de dérivation quelconque. 

On peut étendre les définitions précédemment données au cas 
où u{a) n'est pas une fonction entière, mais représente une fonc- 
tion analytique susceptible d'un prolongement analytique tout le 
long de l'axe réel, et ne présentant sur cet axe aucun point 
singulier. 

Dès lors, on dira que la série (i) est sommable, si les inté- 
grales (4) et (5) ont un sens, les expressions u{a), u^^^{a) dési- 
gnant maintenant, non plus la série {2) et ses dérivées, mais 
la fonction analytique définie par cette série et les dérivées 
de cette fonction (*). Néanmoins, pour simplifier, nous suppo- 

(*) II est nécessaire de supposer que la série (2) a un rayon de convergence 
diflférent de zéro. On pourrait chercher à étendre la théorie au cas où cette 
série a un rayon de convergence nul, mais est sommable et définit une fonction 
analytique sur Taxe réel; on aurait ainsi deux applications superposées de la 
méthode de sommation. Mais nous laisserons ce point de côté, ainsi que l'étude 
du cas où la fonction analytiques {a) admet des points singuliers sur l'axe réel, 
mais peut être prolongée à Tinfini dans d'autres directions. 
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serons le plus souvent que ii{o) est une fonction entière, omet- 
tant Texlension des propositions au cas plus général que nous 
venons de signaler. 

Nous allons maintenant étudier les propriétés principales des 
séries absolument sommables ; nous nous occuperons d'abord des 
séries dont les termes sont des constantes, puis des séries ordon- 
nées suivant les puissances croissantes d\ine variable. 

Faisons, en passant, une remorque évidente : les séries com^er- 
gentes sont toujours absolument sommables. 

Considérons maintenant une série divergente absolument som- 
mablc 

(3) «0-^- Wi -^ WjH-- . •» 

et soit s sa somme. Nous allons montrer que la série 

(6) Ml-+- Wj-H W3-h . . . 

est absolument sommable et a pour somme s — //o. 

En effet, les fonctions entières associées respectivement aux 
séries (3) et (6) sont 

u^a i/iH^ u^a"^ 

u (a)=. u^i-\ 1 h - -■- -h. . ., 

^ ' 1 1.2 1.2.3 

u ( a ) = U\-\ 1 



• • ■ • 



1 .2 



La seconde est la dérivée de la première; les conditions fonda- 
mentales de sommabililé absolue sont donc vérifiées pour la 
série (G) lorsqu'elles le sont pour la série (3). 

On a d'ailleurs, en désignant par s^ la somme do la série (6), 

Si= I e-^u'{a)da = [e-^u(a)]* -^ 1 e-^u(a)da, 

c'est-à-dire 

Si= — ;/o-+- 5, 

ce qui est le résultat énoncé. 

Comme on peut opérer sur la série (6) comme sur la série (3), 
c'cst-à-dirc en retrancher le premier terme, et répéter cette opé- 
ration un nombre quelconque de fois, on en conclut que la série 

(7) '//t-Kl-+- W/i-H-H W/I4-3-H. . . 
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est sommable et a pour somme 

Nous allons montrer maintenant que, réciproquement, si la 
série (6) est sommable la série (3) est aussi sommable. Il résul- 
tera alors de la proposition directe que, si Ton désigne par 5 et * 
les sommes des séries (3) et (6), Ton a 

s = s' -\- Mo- 

Pour démontrer que la série (3) est sommable il faut prouver 
que l'intégrale 

(8) i e-^\u(a)\da 

Jq 

a un sens, lorsqu'on suppose que l'intégrale 

(9) f e"^\u\a)\da 






en a un. Vu l'importance de celte proposition, nous allons entrer 
dans tous les détails de la démonstration, malgré sa facilité. On 
peut écrire, en négligeant la constante Wo> 

a(a) = / w'(a) da^ 
et Ton en conclut 

!"(«)!= r\u'ia)\da, 

t.'o 

Dès lors, si l'on pose 

|«'(a)| = o'(«), 

f |«'(a)|rfa = ç(«) 

l'on a 

\u{a)\io(a). 

Dès lors, pour prouver que l'intégrale (8) a un sens, il suffit de 
prouver que l'intégrale 

(10) / c-<^o(a)da 

en a un, étant supposé que l'intégrale 

e-«cp'(a)c/a, 
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qui n'est autre que l'intégrale (9), a un sens; les fonctions ç(a) 
et o'(ci) sont d'ailleurs essentiellement supposées positives. 

Cette hypothèse, jointe à celle que l'intégrale (9)' a un sens, a 
pour conséquence que le produit e~^'f'(a) tend vers zéro lorsque 
a augmente indéfiniment. On en conclut que, quel que soit le 
nombre e donné d'avance, il existe un nombre rt| tel que Thypo- 
thùsc 

entraine 

cp'(a) < ee«. 

Désignons par a un nombre supérieur à ai ; Ton a 

f (^'(a)da<it f e^duj 
c'est-à-dire 

Dès lors, le nombre at étant fixé, on peut trouver un nombre ^3 
tel que l'hypothèse 

entraîne 

çp(a) < ite^. 

Ainsi, le nombre £ étant quelconque, cette dernière inégalité 
est toujours vérifiée à partir d'une valeur assez grande de a; c'est 
dire que le produit e~^'f(a) tend vers zéro lorsque a augmente 
indéfiniment. 

On a, d'ailleurs, en intégrant par parties, 

Jf e-^^(a)da = [—e-^o(a)Yi-h 1 e-<*o'{a)da. 

Lorsque a augmente indéfiniment, le premier terme du second 
membre, d'après la remarque qui vient d'être faite, a pour limite 
zéro, car cp(o) est nul; quant au second terme, il a pour limite 

f e-<»çp'(a) efa, 


intégrale que nous avons supposée avoir un sens. 

Donc le premier membre de l'égalité a une limite lorsque a 
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augmente Indéfînimenl, c'est-à-dire que l'intégrale 



/ 





a un sens. 

Notre proposition réciproque est donc démontrée. 

Il résulte, en particulier, de Tensemble des deux propositions, 
directe et réciproque, que Von peut, dans une série absolument 
sommable, intervertir le rang d^un nombre limité de termes, 
ou remplacer un certain nombre de termes consécutifs par 
leur somme, ou remplacer un terme par une somme de plusieurs 
autres, sans altérer, ni la sommabilité, ni la somme de la série. 
Il est essentiel de remarquer que les opérations précédentes pour- 
raient ne plus être légitimes, si elles étaient effectuées une infi- 
nité de fois (voir les remarques faites, p. 17). 

Une autre propriété, qu'il suffira d'énoncer, des séries absolu- 
ment sommables, est la suivante : 

Si les séries 

Vo-+- Vi-h Vi-T-...-^- P,;-h..., 
CVo-+- Wi-\- «'2 -h. . .-h (Prt-h. . . 

sont absolument sommables et ont respectivement pour sommes 
u, Vf (V, et si Von pose 

x,t = aun-h bv n-r- cw ^ { n = O^ I, 2, 3, . . .), 

la série 

est absolument sommable et a pour somme 

X = au -+- ^p -f- cw. 

Une proposition analogue peut être énoncée pour la multiplica- 
tion : 

Si les séries 

Wo -^ "l -H Wi -h . . . -H M„ -+- . . . , 

Pu -^ i'i -h i'2 H- . . . -h Vn-^- ' • 

sont absolument sommables et si Von pose 
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la série 

est absolument sommable et a pour somme 

w — uv. 

Pour démontrer celle proposition, nous poserons 

Ut a Nta* 

u(a)= a» H f- - ' r- . . . , 

I I . '2 



et nous aurons 



*>(*) 


= 


Vtb 


H- — — - 
1 .2 




u 


•^0 


^11 {a) da^ 




V 




^^\b)db. 



Il en résulte 



uv 



f / e-^-^u{a)v{b)dadb. 



La transformation en intégrale double du produit des deux int<'- 
grales est d'ailleurs légitime, puisque, les séries étant suppo- 
sées absolument sommables, ces intégrales conservent un sens 
lorsqu'on y remplace chaque élément par son module. 

Nous transformerons l'expression du produit uv en posant 



Il vient alors 



a -\- b = x^ 

a — b =y. 



uv = 



Nous poserons 

'"-£'"('-^)'(^0t' 



W{ 



et nous aurons 

90 

UV 

«-'0 



y* ao 

= / e-^i%'(T) dxy 



cette intégrale ayant certainement un sens, puisque Tintégrale 
double en avait un. De plus, nous avons remarqué que l'intégrale 
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double conservait un sens lorsqu'on y remplaçait chaque élément 
par son module; il en résulte que l^ intégrale 





a un sens. 



I e-^\iv(.r}\rf.r 



Calculons l'expression de iv{x); Ton a 



'2.1 À^. l .'1 2^. I .2. J 



X — r {jf — V)* (t — r) 



3 



t'o-i-<'i ■ ^-f-i'.» - ,-— J-H-i'a 



•2.1 ' '2- . 1 . '2 -2^ . I . 2 . 3 



On en conclut 



ee oc 






(x -+- r)(x — y)V 
Or, il est aisé de calculer Tiutégrale 



J—x 

En effet, l'intéi^ration par parties donne 



• — X 



^ - -^- - r ( 



T -4- >' )/'-^ 1 (:r — j)*/ - * dy. 



La partie tout intégrée s'annule aux deux limites, et en répétant 
la même opération, on obtient' finalement 

c'est-à-dire 

Cette expression est d'ailleurs symétrique en /? et </; elle peut en 
effet s'écrire 

^ '- , (•ix)p*'/*-K 

j_ ^ _i_ 1 \ I ^ ' 



ip-+-q -+-i;i 
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Or on a 
on en conclut 

«B «e 

c'esl-à-dire 

w{x)— >, > '//>t\/ — ,» 

^ ^ J^ ^ ' M /> -+- 7 -r- I ; 1 
^ =0 7=0 

ce qui peut s'écrire 



w(x)= >»'// ,-♦ 

Ad {/t -T- 1 ; ! 

11=0 

en posant 

Cette fonction (v(a:) n'est pas précisément la fonction entière 
associée à la série (v, elle est associée à la série 

(a) o 4- ti'o-i- «'» -4-, . . . 

Or, comme nous ne savons pas si celte série est absolument 
sommable, nous ne pouvons affirmer que la série iv est sommable 
en même temps qu'elle, ni que sa somme est la même, dans le cas 
où elle serait sommable. En cflTet, nous avons seulement prouvé 
que l'intégrale 

/ e-^\ a'(T)\ dx 
a un sens, mais nous ne savons rien sur les intégrales 

•'0 

Il est d'ailleurs naturel que nous n'ayons pu démontrer encore 
complètement notre théorème, car nous ne nous sommes pas 
servis du fait que les intégrales 

/ e-«|w'>-'(rï)| dit. 






^'O 

ont un sens, pourX^i. 

Pour arriver à la démonstration complète nous remarquerons 
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que, si l^on multiplie les deux séries absolument sommables 

Mi-h Wj-f- Ws-^. . ., 

on obtient la série 

Désignons par ^{x) la fonction entière qui est dans la même 
relation avec cette série que la série iv(x) avec la série w; nous 
pourrons appliquer à la série 9(j?) les propositions démontrées 
pour la série iv(x). 

Or, on a 

6(a:) =z{wi— UqVi) — h((»'2— Uo^'i) — - -+■ ("'s— «o^'a) ~r^ H-. .., 

I la^ l » À ' O 

c'est-à-dire 

O(j') = w'(x) — UqV{x). 

Nous venons de dire que cette série 6 (:r) est telle que l'intégrale 

a un sens; comme il en est de même de l'intégrale 

/ e-'^\v(x)\dxy 

on peut affirmer qu'il en est aussi de même de l'intégrale 

Jf e--^\iv'(x)\dx. 


On démontrerait, de la même manière, en considérant le pro- 
duit des deux, séries 

ï'2-f- W3-f- M4-h. . ., 

t'o-+- ^1-H t'2-H 

que l'intégrale 

f e-^\iv''(x)\dx 

a un sens, et, plus généralement, qu'il en est de même de l'in- 
tégrale 

f e-^\w'-^\x)\dx. 



La série (a) est donc absolument sonimable et notre propo- 
si t ion est complètement démontrée. 
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Nous avons ainsi reconnu la possibilité d'effectuer sur les séries 
absolument sommables les deux opérations simples : addition 
(qui comprend la soustraction) et multiplication. Il est inutile 
d'insister sur Timportance de ces propositions dans les applica- 
tions. Il en résulte, en effet, que 

Si l'on a un polynôme (à coefficients numériques) 

P(w, V, w) 

et que l'on y remplace w, r, iv par des séries absolument som- 
mables, on obtient une série absolument sommable, dont la 
somme est précisément égale à la valeur numérique que pren- 
drait le polynôme, si l'on y remplaçait u, i^, w par les sommes 
des séries correspondantes . 

Laissant maintenant de côté les séries numériques, nous allons 
nous occuper des séries ordonnées suivant les puissances d'une 
variable. Soit 

une telle série; supposons qu'elle soit absolument sommable pour 
une valeur déterminée de .3, ;; = Zq, réelle ou imaginaire. Nous 
allons montrer que la série est absolument sommable sur le 
segment OM, si Ton désigne par O le point ;: = o et par M le 
point z = Zo» De plus, la somme de cette série sur OM est une 
fonction analytique, qui n'a pas de point singulier dans le 
cercle décrit sur OM comme diamètre (mais nous ne savons pas 
si la série est sommable en tous les points intérieurs à ce cercle; 
nous verrons même, au Chapitre suivant, que, dans des cas étendus, 
il n'en est pas ainsi). 

Pour démontrer la proposition précédente, qui peut être consi- 
dérée comme la généralisation du théorème fondamental d'Abel 
sur les séries entières, formons la fonction entière associée à c>(^) ; 
c'est la fonction 

., tt^za u^z^a* /^3G'a' 

0(rt, Z) — Uo-\ 1 r- — „- -•-.... 

l 1.2 1.2.0 

Celte fonction ne dépend que du produit az; nous poserons 

0(a, z)=:zF(az). 
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Dire que la série 'f{z) est absolument sommable j)Our z 
c'est dire que les int(^*jrales 



109 



^0) 



f 

* 



e 



—-- 0{a, Zo)Ula (X = o, 1,2, ...) 



ont toutes un sens. Or on peut remplacer ces intégrales par les 
suivantes 



car Ton a 



j e-<'\F^*\az^)\dn (X = o, i,v.. ... 






et la présence du facteur constant z^ est sans importance. 
Posons 

les intégrales deviennent 

*■ 
et, en posant 



a po= ^' 



l'on obtient 



X) O 






le chemin d' intégration na pas cliangê puisque po est réel et 
positif. 

Considérons maintenant un point :; situé sur le segment OM; 
on a 

o < p < Po- 

Pour démontier que la série 'f{z) est somma!)le, il suffit de 
démontrer que les intégrales 

- / e ?\V'>'\ùc'^o)\(/ù (X = o, I, -2, ....) 

ont un sens; car nous pouvons faire la même transformation qu'il 
} a un inslarit. 

Or ces intégrales ne différent dos intégrales relatives à Zq qu'en 
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_ h 

un seul point : le facteur e P» est remplacé par le facteur plus 

petit e P; comme les éléments des intégrales sont positifs, les 
secondes intégrales ont évidemment un sens lorsque les premières 
en ont un. 

La première partie de notre proposition est donc démontrée. 

Pour démontrer la seconde partie, considérons l'expression 

D'après ce qui précède, cetle intégrale a un sens pour z' réel 
et ^ po ; il est évident qu'elle a aussi un sens lorsque z est imagi- 

naire, à condition que le module du facteur e * soit inférieur au 

module du facteur e P«. Il est nécessaire et suffisant pour cela que 
Ton ait : 

partie réelle de -;?--- • 

z Po 

Or, on voit très aisément que, si Ton pose 



'»» 



la condition (i) entraîne que le point représentatif de z est à l'in- 
térieur du cercle C décrit sur OM comme diamètre. Si donc on 
défînit la fonction ^(z) par la relation 

^{z')=W{z), 

cette fonclion ^{z) est holomorphe à Vintérieur du cercle C, elle 
coïncide d'ailleurs visiblement sur le segment OM avec la somme 
de la série sommable 'f (^); notre proposition est donc complète- 
ment démontrée. 

Il n'est pas inutile d'observer que cette proposition ne suppose 
nullement l'existence d'un rayon de convergence pour la série de 
Taylor <f{z)y cette série peut être divergente quel que soit z. 
Dans ce cas, la fonction ^{z) admet nécessairement le points = o 
comme point singulier; en effet, lorsque l'on tend vers zéro 
sur le chemin MO, ^'(s) et ses dérivées successives tendent 
vers i/o, //|, Wa, Wa, •••• Si donc le point -3 = o n'est pas sin- 
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gulier pour W(5) la série ç(^) a un rayon de convergence fini el 
représente ^(z) dans son cercle de convergence. 

La proposition que nous venons d'énoncer relativement aux 
dérivées peut paraître évidente; nous allons cependant la démon- 
trer en toute rigueur, à l'occasion d'une proposition plus géné- 
rale. Nous allons faire voir en effet que, si la série o{z) est 
absolument sommable au point M, non seulement cette série, 
mais encore toutes ses dérivées sont absolument sommables 
sur OM; mais les séries dérivées peuvent ne pas être sommables 
en M. 

On a, en effet, 

La fonction entière associée est 

. 0.11m a z '\t(-^a'^z^ ^tiKH^z"^ 

m(a^ z) = Ui-^ 

si Ton pose 



1.'2 l.2.'i 



on a 



mia^ z) = G(az)j 



0(0 = WiH — -^- -^— 

1 1.2 



Nous avions, d'autre part, 



F(0 = Ma+ - - -- -^— -4- — ^ -f- 

I 1.2 1.2.3 



On en conclut 



G{')=iuv\n\. 



Notre proposition revient à prouver : 
I® Que les intégrales 



r e-^\0^'^\az)\da (X = o 



= o, 1,2, . . .) 



ont un sens lorsque ;; est sur OM, étant supposé qu'il en est de 
même des intégrales 

e-a\Y^\)iaz^)\da\ 
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'À*' Que, si Ton pose, 

o{z) = I e-"V[az) da, 

on a 

o\z)= j e"^G(az) (ia, 

z élaiil lolijours situé sur OM, le point M(z = z^) exclu. 
Or, on a 

Il en résulte 

f e-'*\G'>'(az)\da:: f ae-''\zV^'>^^'-^(a z)\da 



r 



(X -h I u'-«;r>>*-»'(«c); da. 

•■ 

l-.a seconde des intégrales tend, nous le savons, vers une limite 
lorsque A augmente indéfiniment, lorsque z est sur OM. Quant a 
la première, la substitution déjà faite 

z = zc''^'. a z =z {) 
la transforme en 



?« 



n = \ 



Or, nous savons que Tintégrale 

R b 



r c po;i^'A--'(^t"'^J) 



; dh 



tend vers une limite lorsque H croît indéfiniment. Or, p étant 
inférieur (*) à Oy, on a évidemment, au moins à partir d'une cer- 
taine valeur de ^, 



If/' '2 ■' /» 'il 



I^'inté,i;rale que nous éludions tend donc aussi vers une limite 



(') Oii voit bien ici pourquoi l'on no peut supposer o r.- o^ 
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lorsque B croît indéfiniment; on a donc 

A 



f e-<^\G^'^\az)\da<My 

«- 



M étant un nombre fixe, indépendant de A; l'intégrale, dont tous 
les éléments sont positifs, tend donc vers une limite lorsque A croît 
indéfiniment, c'est-à-dire que l'intégrale 






a un sens. La première partie de notre proposition est donc 
démontrée. 

Pour démontrer la seconde, remarquons que l'on a 

e-^F(az) da. 

On en conclut 

o{z)= f ae-»F'(az)da, 

ce calcul étant légitime pour z compris entre o et M (M exclu), 

comme on peut le voir en raisonnant comme à la page précédente. 

Il faut montrer que l'expression obtenue pour 'f'(^) est égale à 

/ e-<^Ç,{az)da, 

sachant que l'on a 

r, / / \ = 

dt 



G(0=-f:[/F'(0], 



c'est-à-dire, en remplaçant t par «c, 

L'intt'gration par parties donne 

Ç e-<^G{az)da= f e-^ -^ [aF'{az)] da 

= [e-«aF'(a-)]ô-^ / ae-^V'{az)da] 

La partie tout intégrée étant nulle, on retrouve bien l'exprès- 

E. B. (3) 8 
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sioii de «p'(^) et la seconde partie de notre proposition est ainsi 
démontrée. 

En combinant les propositions précédentes avec celles que nous 
avons obtenues sur les séries à termes constants^ on est conduit 
à un théorème important, qui résume les recherches de ce para- 
graphe; mais quelques remarques préliminaires sont nécessaires. 

Etant donnée une série 9(3) absolument sommable sur le seg- 
ment OM, il est clair que, si tous les coefficients de la série sont 
nuls, sa somme est nulle : elle définit une fonction analytique qui 
est identiquement nulle. 

Réciproquement, la fonction analytique définie par 'f(^) ne 
peut être identiquement nulle que si tous les coefficients 
de ^{z) sont nuls. En effet, si la fonction analytique est identi- 
quement nulle, cette fonction et toutes ses dérivées tendent vers 
zéro lorsque z tend vers zéro suivant le chemin MO; or les valeurs 
limites de la fonction et de ses dérivées sont précisément les coef- 
ficients de ^{z)\ notre remarque est donc justifiée. 

Nous pouvons maintenant énoncer notre théorème fonda- 
mental. 

Théorème. — Soient u^ r, «', des séries absolument som- 
mables pour z = 3© (M); soit^ d autre part, 

P(m, V, w, u\ r', iv\ w^\ r>\ w-'^^x), 

un polynôme par rapport à w, r, (v et leurs dérivées jusqu'à 
V ordre \ dont les coefficients sont des séries entières en x 
ayant un rayon de convergence supérieur à \zo\. 

Si dans ce polynôme P, Von remplace w, t», (p par les 
séries correspondantes et si Von effectue les calculs comme si 
ces séries étaient convergentes, on obtient une série S qui est 
absolument sommable sur OM (le point M pouvant être exclu) 
et qui définit par suite une fonction analytique F régulière à 
V intérieur du cercle décrit sur OM comme diamètre. Cette 
fonction analytique est précisément ce que devient V lorsqu^on 
y remplace w, r, iv non plus par les séries, mais par les fonc- 
tions analytiques correspondantes. 

ly ailleurs, la fonction F est identiquement nulle dans le 
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cas et dans le cas seulement où la série S a tous ses coeffi,- 
dents nuls, c^est-à-dire dans le cas où les séries u^ v, w véri- 
fient formellement la relation 

P( Uy Vy CV, U\ . . . , W^'^^ X) — Q\ 

sUl en est ainsi les fonctions analytiques qui correspondent 
au, (% w vérifient effectivement cette relation. 

Ce théorème justifie complèlement Tintroduction dans les cal- 
culs des séries absolument sommables; il a été établi en supposant 
que les fonctions associées étaient des fonctions entières; pour 
son extension au cas plus général signalé p. 99, je renverrai à 
mon Mémoire sur les séries divergentes (Annales de l'École 
Normale, 1899, p. 91-99). 

Applications aux équations différentielles. 

L'énoncé qui termine le paragraphe précédent suggère naturel- 
lement ridée d'appliquer les séries absolument sommables à Pétude 
des équations différentielles. Si nous considérons, en effet, pour 
abréger Técriture, une équation différentielle unique, algébrique 
par rapport à j^ et ses dérivées, analytique en x, 

il résulte manifestement de ce théorème que, si une série absolu- 
ment sommable y vérifie formellement V équation différen- 
tielle, la fonction analytique définie par cette série est une 
intégrale de l'équation (*). 

On sait d'ailleurs que les séries jk vérifiant formellement l'équa- 
tion s'obtiennent aisément par des différentiations successives ; on 
a ainsi le moyen de déterminer, dans des cas étendus, les inté- 



(') Cet énoncé suppose implicilcment que /est une fonction holomorphe de x 
dans le voisinage de x — o-, cette hypothèse est nécessaire pour que le calcul 
formel soit possible. On pourrait étendre les considérations du texte au cas où 
les coefficients de^, y\ ... seraient des séries en a:, absolument sommables dans 
une même région. 
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grales des équations différentielles dans le voisinage des points 
singuliers. Nous manquons malheureusement encore de propo- 
sitions précises sur les cas où Ton peut affirmer la sommabilité 
absolue de la série obtenue; M. Le Roy a cependant énoncé, à ce 
sujet, une proposition très intéressante; mais le Mémoire qu'il 
doit y consacrer n'a pas encore paru (*). 

Donnons cependant au moins un exemple; soit l'équation 

dy 

cherchons à déterminer l'intégrale y qui pour a: = o se réduit 
aussi à zéro. 

En différentiant l'équation proposée, on obtient successive- 
ment : 

. d^ y dy dy 

dx^ dx dx 

^d*y , d^y dy d^y _ 

"" 'dx^^^'^'àÙc^'^'^di "^^"^^ 

dx^ dx^ dx^ dx^ 

xt^ ^ 8.r ^-^3.i^ ^^ =0 
dx^ dx'' ' dx^ dx^ * 



On aperçoit aisément la loi des termes successifs; si l'on fait 

x = o, yo = o, 
on obtient successivement 

y'o = o. 

yl = ^> 

rr=- 3.4/; = 2».3«..i, 



Le développement formel de j^ doit s'écrire 



^ "^ I I . A I . 2 . i 



(') Comptes rendus» t. CXXVIII, p. 495. 
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on obtient donc 



^ = a?* — 2 07* -r- A . 3 ar^ — 2.3.4^*-^ 2. 3.4.5 a?« 

celte série est divergente quel que soit x. 
La fonction associée est 



• ï 



on a donc 



_, a^x^ ia^.T^ 2.3<3r>.r^ 



F(0=--3 +^-5-^..., 



c'est-à-dire 

F(0 = /-log(i-i-/). 

Nous nous trouvons dans le cas où la fonction associée n'est 
pas une fonction entière; nous utiliserons donc la généralisation 
du théorème fondamental indiquée dans les dernières lignes du 
paragraphe précédent et nous obtiendrons 

y= I e-^[ax — \oq(i -h ax)]da, 
• 

On simplifierait cette expression en intégrant par parties et Ton 
vérifierait aisément que Ton a bien une intégrale de l'équation 
proposée, mais nous n'entrerons pas dans le détail de ces calculs. 
Nous nous contenterons aussi de signaler sans démonstration 
la proposition suivante (^Mémoires sur les séries divergentes, 
p. 100 et suiv.) : 

Soit 

une équation différentielle dans laquelle nj(^, r) désigne un 
polynôme ne renfermant pas de terme de degré o ou i. Si Von 
forme le développement formel de V intégrale qui correspond 
aux conditions initiales 

^0 = 0, ^'0= o, r;= o, 
on obtient une série généralement divergente 

y = a.^x^-'~ a^x^-^, . . . 
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La série associée 

a^t* a^t^ a^t^ 

a certainement un rayon de convergence différent de zéro. 

Il résulte de la proposition précédente que, pour Téquarioa 
difTérentielle étudiée, la méthode des séries sommables remplace 
Tétude d^un développement divergent par l'étude dans le plan 
d'une série de Taylor dont le rayon de convergence, différent de 
zéro, sera généralement fini. Les propriétés de l'intégrale répon- 
dant aux conditions initiales données, dans le cas où cette inté- 
grale existe, se trouvent ainsi ramenées à l'étude des singularités, 
dans le plan, de la fonction analytique définie par la série de 
Taylor. La singularité qui existe au point ^ = o se trouve ainsi, 
en quelque sorte, dispersée dans tout le plan ; nous verrons au 
Chapitre suivant que la méthode des séries sommables permet 
aussi de réaliser un phénomène inverse : de concentrer en un 
point unique (à l'infini, par exemple) toutes les singularités que 
présente une fonction analytique dans le plan. 

Les résultats que nous venons d'établir au sujet de l'application 
des séries absolument sommables à l'intégration des équations 
différentielles sont tout à fait analogues à ceux que nous avions 
établis, dans le Chapitre précédent, relativement à l'application, 
au même but, des séries de Stieltjes. 

On peut, à ce sujet, se poser plusieurs questions, dont la plus 
importante paraît être la suivante, qui n'a jusqu'ici fait l'objet 
d'aucune recherche (*) : 

Dans le cas où une série est à la fois absolument sonimable et 
de Stieltjes, les deux méthodes fournissent-elles le même résultat? 
Cette question doit probablement être résolue par l'affirma- 
tive; dans le cas contraire une seule série pourrait, dans certains 
cas, faire connaître deux intégrales d'une équation différentielle 
satisfaisant, en un point singulier, aux mêmes conditions ini- 
tiales; nous laisserons aussi de côté le problème de l'extension des 
résultats précédents aux séries doubles et multiples, aux séries 
ordonnées suivant les puissances de plusieurs variables et, par 

(') Voir la Note de la p. i54 et le Mémoire qui y est cité (p. 4-^)' 
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suile, aux équations aux dérivées partielles. Il uous paraît qu^il 
faut d'abord s'attacher à approfondir le cas le plus simple d'une 
variable, avant de s'attaquer au cas général. 

En terminant ce Chapitre, observons que nous n'y avons pas 
fait usage de la théorie du prolongement analytique; nous avons 
tenu à montrer que la théorie des séries sommables est indépen- 
dante. Il y a cependant entre les deux théories des relations inté- 
ressantes, dont l'étude fera l'objet du Chapitre suivant. 



CHAPITRE IV. 
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Le polygone de sommabilité. 
Considérons une série de Taylor 

dont nous supposerons essentiellement le rayon de convergence 
différent de zéro. Nous supposerons aussi que ce rayon n'est pas 
infini, le cas où la série ne divergerait pour aucune valeur de z ne 
pouvant avoir d^intérét ici. 

Soit Zq une valeur de 5 pour laquelle la série est divergente; il 
est naturel de convenir que la somme de la série 

Uq -i- Wj Zq -t~ Mj wy — r- . . . 

est égale à 'f (^o)? en désignant par o(zo) la valeur au point z = Zq 
de la fonction analytique définie par la série proposée. 

On est ainsi conduit naturellement, par la théorie du prolon- 
<;ement analytique, à une méthode de sommation des séries diver- 
gentes; il est clair, en effet, que si Ton a une série numérique 
divergente 

on pourra, en désignant par Zq une constante quelconque, poser 

t'/i= UnZ'i (n = C, 1, 2, ...) 

et il viendra 

V = Uq -r- Ui Zq-\- U^Zq -t- , . . ^= ^-(^0). 

Il est manifeste, d^ailleurs, que le résultat obtenu ne dépend pas 
de la valeur choisie pour Zq] on peut supposer, par exemple. 
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Mais il est clair que la méthode précédente ne peut s'appliquer 
que si la série ^(z) a un rajon do convergence différent de zéro, 
ce qui revient à dire qu'il existe un nombre M tel que Ton ait, 
quel que soit n^ 

il existe donc des séries absolument sommables auxquelles ne 
s'applique pas la méthode du proIon<|;ement analytique; parmi 
ces séries se trouvent, en particulier, les séries divergentes qui 
vérifient les équations différenlielles au voisinage de certains 
points singuliers. Par contre, il existe, comme nous le verrons, 
des séries auxquelles s'applique la méthode de prolongement 
analvtique et qui ne sont pas absolument sommables; nous ver- 
rons cependant que le remplacement de la fonction sommalrice e" 
par e^ , k étant un entier convenablement choisi, permet de les 
sommer, dans des cas très étendus. 

Il importe ici de faire une remarque essentielle; dans le cas où 
la fonction anal} tique ç(^) n'est pas uniforme, la théorie précé- 
dente conduit à attribuer à la série divergente ç(^o) plusieurs 
valeurs différentes, ou même une infinité. Il en est de môme, 
d'ailleurs, pour les séries convergentes. 

Soit, par exemple, 

1 / . z z^ z^ z^ 

' I 1 i 4 

Pour 5 = I, il vient 

•>. 3 4 

D'après la théorie du prolongement analytique, on doit admettre 
que cette série convergente a pour somme, non seulement la 
valeur arithmétique de log2, qui est sa somme aritliniétiqiie, 
mais toutes les valeurs de log(i -h 5), pour z=\^ c'est-à-dire 

log2 -r- J.AÎT,, 

où A* est un nombre entier quelconque. Celte convention n'est 
d'ailleurs pas plus étrange que la théorie de Cauchj, qui attribue 
ces mêmes valeurs à l'inlé^rale définie 



f 



••'I 
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à condition que le chemin d'intégration puisse être convenable- 
ment choisi (*). 

Pour plus de netteté, nous éviterons d'attribuer à une série 
des valeurs multiples; dans ce but nous conviendrons d'entendre 
par o{zo) la valeur que l'on obtient lorsque l'on va de z en Zo en 
suivant un chemin rectiligne; la série est ainsi définie dans tout 
le plan, sauf sur le prolongement des droites qui joignent l'ori- 
gine aux points singuliers (2). 

La manière dont se pose le problème des séries divergentes est 
alors la suivante : Déterminer la valeur numérique de o{zq) 
en fonction des valeurs numériques de ses termes, La théorie 
du prolongement analytique fournit d'ailleurs théoriquement une 
méthode pour résoudre cette question; mais cette méthode n'est 
guère pratiquement applicable. Nous verrons au Chapitre suivant 
comment M. Mittag-IiCffler en a donné une solution complète des 
plus élégantes; nous allons étudier ici la solution qui en est 
fournie par la théorie des séries sommables, solution qui est 
moins étendue que celle de M. Mittag-Leffler, mais qui paraît 
être, en général, plus simple dans les cas où elle est applicable. 

Dans ce but, nous allons démontrer le théorème suivant : Si la 
fonction analytique f (2) est holomorphe à Cintérieur d^un 
cercle C passant par l'origine, et sur ce cercle, la série ^{z) 
est absolument sommable sur le diamètre du cercle qui passe 
à V origine, y compris son extrémité. 

Nous désignerons par OM le diamètre du cercle C qui passe à 
l'origine; M est son extrémité; d'autre part, nous remarquerons 
que, la fonction /(s) n'ayant aucun point singulier sur C, on peut 
tracer un cercle C concentrique à C et de rayon plus grand, tel 
que la fonction n'ait aucun point singulier sur C ni à son inté- 



(' ) Il est d'ailleurs aisé de Iraiisformer Tintégrale en la série. On a 

— -s H- z"- — Z^->r Z* — . ..)dz 






_ I I I I 

i 3 4 ^ 



(^) La région dans laquelle cp(x) est ainsi définie coïncide avec Véioile de 
M. Mittag-Leffler, dont il sera question au Chapitre suivant 
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rieur (*); nous désignerons par O'M' le diamètre de C qui coïn- 
cide avec OM; O' est voisin de O et M' voisin de M. 

La fonction ^{z) étant holomorphe à l'intérieur de Cet sur G', 
les coefficients u^ de son développement en série sont donnés 

par la formule 

o(x) dx 



I ro{x)d 

W/i= —r- I T 



(/i — o, I, ?.. . . .). 



Nous allons, à Taide de ces valeurs de u„^ former la fonction 
entière associée à 'f(2); celte fonction 0(a) est définie par la 
formule 

Q(a) = Mo H 1 1 r, : 

' I i.'2 i.a.3 

OJ 1 il II X/i/»vO ■■^^^^t^.^f' 

n a donc, en remplaçant les iin par leurs valeurs, /'-^ 



e(a) = —T- I «(x) - -h - H H ^—. -: ... \dxy 

^ iir^J^.' [x x^ \.'ix^ i.'2.3j73 j 






T. 

c'est-à-dire 

0(0)= 4- f^l^^e^dx. 

IIT.J^.. X 

On obtient ainsi 

^ITZ ^f X 

Supposons z choisi de telle manière que Ton ail, quel que 
soit X sur C, 

partie réelle de - < i — s, 
e étant un nombre positif; désignons d^aiileurs par M le maximum 



de 



?(^) 



sur C, et par R' le rayon de ce cercle; on aura 



Donc l'intégrale 

f e~»\()(a)\da 



(*) C'est une conséquence du fait que tout point limite de points singuliers 
est singulier, c'est-à-dire que Tensemble des points singuliers est parfait. 
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a cerlainciiient un sens. On ferait aisément une démonstration 
analogue pour les intégrales 

I e-«|6(>-'(a)|c?a (X = I, 2, 3. ...j. 

La série 'f(z) est donc absolument sommable pour toutes les 
valeurs de ;; qui satisfont à la condition 

(0 partie réelle de - < i — £, 

quel que soit x sur C, e étant positif. 

Il est clair que si, x étant donné, Ton détermine la droite lieu 
des points tels que Ton ait 

(2) partie réelle <le -^ = i, 

la condition (1) dans laquelle x a une valeur déterminée, est 
vérifiée pour tous les points situés d'un certain côté de cette 
droite et pour ces points seulement. 

Il en résulte que, étant donné un point x, le lieu des points z 
qui satisfont à la condition (1) est formé de la portion du plan 
située du même côté que l'origine par rapport à la perpendicu- 
laire élevée au point x à la droite (|ui joint ce point à Torigine. 
Si Ton effectue cette construction pour tous les points d«î C, on 
sait que, le point O étant intérieur à C, Tenveloppe des perpen- 
diculaires qui viennent d'être définies est une ellipse ayant pour 
grand axe O'M' et pour foyer le point O; cette ellipse est donc 
d'autant plus aplatie (|ue le cercle CJ est plus voisin de C; mais, 
dans tous les cas, elle renferme à son intérieur le scgmtmt OM 
qui joint ses deux foyers. 

Notre proposition est donc démontrée, car il résulte de ce qui 
précède que la série 'f{z) est absolument sommable pour tous les 
points intérieurs à Tellipse (*). 

Il est d'ailleurs clair que la série 'f{z) étant absolument som- 
mable à Tintérieur de l'ellipse, sa somme est une fonction ana- 



(') Kllc est inùinc absolument sommable pcuir les points de l'ellipse, car ?(5) 
n'ayant pas de points singuliers sur C, on pourrait remplacer C par un cercle 
plus grand C; l'ellipse est ainsi remplacée par une ellipse homofocale plus grande. 
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Ijtique rcgulicre dans celle aire (*); et, comme celle fonction 
analytique coïncide évidemment avec cp(^) dans la partie commune 
à l'ellipse et au cercle de convergence de 'f (3), elle est égale à 'f>(-) 
dans toute Taire considérée, et en particulier sur le segment OM. 

Nous possédons maintenant les éléments nécessaires pour définir 
exactement le domaine dans lequel la série 'f (5) est absolument 
sommable. Nous venons de voir en eflet que celle, série est abso- 
lument sommable en un point M, si la fonction analytique o{z) 
n*admet aucun point singulier à Tintérieur du cercle G décrit 
sur OM comme diamètre, ni sur ce cercle. 

D'autre part, il résulte d'une proposition démonlrée au Cha- 
pitre précédent (p. 108) que, si la série '^{z) est absolument som- 
mable en M, elle est absolument sommable sur OM, cl que sa 
somme définit une fonction analytique n'admettant aucun point 
singulier à l'intérieur du cercle G, mais pouvant en admettre sur 
ce cercle (^). 

On peut réunir les deux, propositions précédentes en un seul 
énoncé en disant que, pour que la série *f{z) soit sommable 
en M^ilest nécessaire que la/onction analytique 'f(z) n'admette 
aucun point singulier à V intérieur de G, et suffisant que cette 
fonction n^ admet te aucun point singulier, soit à V intérieur 
de G, soit sur G. 

Geci posé, désignons par A un point singulier de o{z) et par A 
la perpendiculaire élevée en A à la droite OA; si le point A est 
sur C la droite A passe en M; si le point A est intérieur à G la 
droite A rencontre le segment OM, c'est-à-dire coupe la droite OM 
entre O et M; si le point A est extérieur à G, la droite A ne ren- 



(^) Il pourrait y avoir une difficulté, Tintégrale 

e— 6(flr)c/a 



f 



qui définit la somme, ayant sa limite supérieure infinie. Il suffit d'observer qu'il 
existe un nombre e tel que Ton ait, à partir d'une valeur fixe de a, quel que 
soit X intérieur à l'ellipse e-*|6(a)| < e-»*. L'existence de ce nombre e se dé- 
montre aisément en considérant une ellipse homofocale plus grande, comme il 
est expliqué dans la note précédente. On peut exprimer ce fait en disant que la 
série est uniformément sommable à l'intérieur de l'ellipse. 

(') D'ailleurs cette fonction analytique, coïncidant avec ^{z) sur la portion 
de OM intérieure au cercle de convergence de la série 9(2), est identique à la 
fonction cp('Z). 
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contre pas le segment OM. On peut aussi distinguer ces deux 
derniers cas en disant que, suivant que A est extérieur ou inté- 
rieur à C, les points O et M sont ou ne sont pas du même 
côté de A. 

Donc, si A était le seul point singulier de f(z), pour que la 
série fût absolument sommable en M, il serait nécessaire que M 
ne soit pas au delà de \ par rapport -à O {M pouvant être 
sur A), et suffisant que M soit en deçà de A par rapport à O 
(le cas de M sur A étant douteux). 

Dans le cas où il y a un nombre limité de points singuliers, 
traçons les droites A', A", . . ., A'*' qui correspondent à chacun 
d'eux de la même manière que A correspond à A. La portion du 





plan située du même côté que O par rapport à cliacnne de ces 
droites constitue ce que nous appelleronî le polygone de som- 
ma btli té. 

Dans certains cas, ce polj^gone peut ne pas être fermé, c'est- 
à-dire s'étendre jusqu'à l'infini. Nous avons indiqué dans les 
/îg". 12, i3, i4, ii)f quelques-uns des cas qui peuvent se pré- 
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senler, en supposant qu'il y ait qualre poinls singuliers A, B, C, D. 
Le poljgone de sommabilité est couvert de hachures. 

Dans le cas où il y a une infinité de points singuliers, il peut 
fort bien arriver qu'il existe un polygone de sommabililé d'un 
□ombre limité de côtés ('), formé par les droites qui correspon- 
dent à un nombre limité de points singuliers, les droites corres- 
pondant aux autres points singuliers ne rencontrant pas le contour 
de ce polygone et ne jouant par suite aucun rôle : il en est ainsi, 
dans \Afig. t4. de la droite qui correspond au point D. 




Enfin, il peut arriver que les points singuliers n'étant pas en 
nombre fini, l'ensemble des droites A forme un polygone d'une 
infinité de cdtés, ou bien qu'une infinité d'entre elles enveloppent 
une courbe : ce dernier cas se présentera lorsque la fonction 



enilant pas à I 
nie (e'est-à-dir 



le polygone de 



n point limite à 
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admet une ligne singulière essentielle; seulement, il pourra 
arriver que la courbe soit en dehors du polygone de sommabilité 
comme, dans ^^Jig- i4> la droite qui correspond à D. 

Quoi qu'il en soit, nous conserK'erons toujours le nom de poly- 
gone de sommabilité à V ensemble des points du plan qui sont, 
par rapport à toutes les droites A correspondant aux divers 
points singuliers, du même côté que le point O. Ces points A 
sont dits //i^cV/>^//'5 au polygone; leurs points limites (*) consti- 
tuent le contour de ce |)olygone : chacun de ces points limites se 
trouve sur au moins une droite A. 

Ces définitions posées on a la proposition suivante : 

La scrie 'f{^) est absolument sommahle pour les points inté- 
rieurs au polygone de sommabilité ; elle peut l'être ou non 
pour les points du contour, elle ne l* est pas pour les autres 
points du plan, cest-ù-dire pour les points extérieurs au po- 
lygone. 

On voit que cette proposition définit d'une manière précise le 
domaine dans lequel la méthode des séries absolument sommables 
permet de réaliser le prolongement analytique de <p (;;)•, ce domaine 
peut être plus ou moins étendu, suivant la distribution dans le 
plan des points singuliers, mais un fait est essentiel dans les appli- 
cations, couime nous le verrons à la fin de ce Chapitre : ce domaine 
dépasse le cercle de convergence en tout point non singulier. 
En d'autres termes, soit A un point du cercle de convergence, 
non singulier pour 'f{z) : il existe un cercle de centre A et tout 
entier intérieur au polygone de sommabilité. 

Observons, en terminant ce paragraphe, que, si l'on se place 
au point de vue du prolongement analytique les diverses propo- 
sitions sur la possibilité d'additionner, de multiplier, de difFé- 
rentier les séries divergentes; de les modifier en ajoutant entre 
eux, permutant, ou supprimant un nombre limité de termes, 
toutes ces propositions dont la démonstration a occupé une grande 
partie du Chapitre précédent deviennent évidentes. Seulement 

(') Un point limite est un point dans le voisinage duquel se trouve une infinité 
de points A, c'est-à-dire tel qu'il y ait des points A dans tout cercle de rayon si 
petit qu'il soit, ayant ce point pour centre. Nous ne comptons pas ici les points A 
parmi les points limites. 



LES SÉRIES SOMM\BLES ET LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE. I29 

elles ne s^ appliquent qu\iux séries auxquelles correspondent 
des séries de Taylor <f{z) à rayon de comergence différent de 
zéro; c'est pourquoi nos démonstralions n'étaient pas inutiles. 



Les généralisations simples de la méthode exponentielle, 

11 résulte de ce qui précède que le polygone de sommabilitc 
relatif à une fonction '^(s) est parfois à peine plus étendu que le 
cercle de convergence. Nous allons montrer comment, en modi- 
fiant légèrement la méthode de sommation exponentielle, on peut 
arriver à sommer une série de Tajlor dans une région bien plus 
étendue. 

La modification dont nous voulons parler consiste à employer, 
comme fonction sommalrice, la fonction e" , k étant un entier 
positif, au lieu de e*^ (*). 

On a 



e'»" = iH h 



12! n 



Si l'on considère la série 

0(2)= Mo H- Ml 2 -+- Ml 5j -+- . . . -+- M)t 5* -4- . . . 

et si l'on désigne par Sn la somme de ses n premiers termes, on se 
trouve conduit à clierclier la limite vers laquelle tend l'expression 



1 9. 

(T(rt) = 



tit 



k 



lorsque a augmente indéfiniment par valeurs positives 
Nous poserons rt*= h, <x(a) = s(b) et il viendra 






(*) J'ai signalé l'intérôl qui s'attache à la considération des fonctions somma- 
trices C* dans mon Mémoire Fondements de la théorie des séries divergentes 
sommables {Journal de M. Jordan, 1896, p. 121); voir aussi Comptes rendus, 
7 avril 1896. Ces indications ont été développées simultanément dans le Mémoire 
de M. Servant, cité p. 9^, et dans mon Mémoire sur les séries divergentes. Nous 
employons ici une méthode nouvelle permettant de démontrer la sommabilité 
absolue, 

E. B. (3) 9 
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or on a 



lim5(^) = 5o-4- / s'(b)db= f e-''u{b, z)db, 
en posant 

U{by Z)= Mo-f- Mi^H-. . .-+- Uk-\Z^-^-\- - (MX:Z*-h. ..4- W,^_i 5**-' ) 

b^ 

2! 

Il s'agit de déterminer dans quelles régions du plan les inté- 
grales 



r.-. 



u{bf z) 



âb')< 



db (X = o, I, 2, 3, . . .) 



ont un sens; la série ^{z) sera dite absolument sommable dans 
ces réglons. 

Or, on peut écrire 

u{bj z) = f^o{b, z)-hZf^i(b, z)-hz^(^i(b, z) h- . . .-h ^*-»(p*_,(6, z), 

en posant 

b b^ 

OQ{b, z) = Mo -4- - WA^* -H -y WtA^** H-..., 

b ^ b^ 

^l(b, z) = Ml -+- - MA-hl^* -^ — W2;t_Hi3»A -+-..., 

b , b^ 

•• » 

b b^ 

QA_l(*, -) = Wit-lH- 7 W2*-l-S*-h -y 1/3^-1^»*-+- 



D'ailleurs, si l'on pose 



z* = ^, 



on remarquera que les fonctions cpo, cpi, . , ., cp^^^i ne dépendent 
que dey; on a, par exemple, 

<po(6, «) = +o(*, ^) = "0-+- 7 w>fcr-+- 7- "j*j^* -+-... . 

On a, d'autre part. 
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en posant 



i3i 






Si Ton applique à la série ^o{y) la méthode de sommation expo- 
nentielle, on obtient 






db 



et Ton sait que les intégrales 






db 



ont un sens à l'intérieur du polygone de somraabilité relatif à Oq (y) 
et n'en ont pas à Textérleur. 

Or, si Ton désigne par to une racine primitive de Téquation 



on a visiblement 



0)*= I, 



Les points singuliers de la fonction ^o{y) se déterminent donc 
aisément si l'on connaît les points singuliers de 'f (2); en dési- 
gnant par a un point singulier de f (^)) la fonction Oo(j^) admet le 
point singulier 

et l'on obtient ainsi tous les points singuliers de ^o{y)] il en est 
d'ailleurs de même pour les autres fonctions 6i; on a, par exemple, 






o(a)^'-»^) 



O) 



^'^Z 



et l'on voit immédiatement que le point singulier 3 = 0, dont on 
aurait pu craindre l'introduction, est seulement apparent. 

Le polygone de sommabilité est donc le même pour toutes les 
fonctions ^i{y)', lorsque j^ est intérieur à ce polygone, toutes Les 
intégrales 






^'•"(^'^^ 



db 



/X = G, I, 2, . . ., \ 

\ t = 0, I, . . ., k — 1/ 
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oui un sens. Or on a 



On en conclut que, si ^' est intérieur au polygone de sommabilité, 
les intégrales 






a-^?(*'^> 



db 



ont toutes un sens, ce que nous exprimerons en disant que la 
fonction <p(^) est absolument sommable par Temploi de e***. 

Il reste à déterminer dans quelle région de son plan se trouve z 
lorsque y est à l'intérieur du polygone de sommabilité que nous 
avons défini; il suffit évidemment pour cela de savoir quelle 
courbe correspond, dans le^lan de la variable 5, à un côté déter- 
miné de ce polygone. 

Nous avons vu que, en désignant par ai un point singulier 

de <f{z)<, le point singulier correspondant des fonctions ^i{y) 

est a*. Si nous posons 

«1 = rie'**», 

la perpendiculaire élevée au point a* à la droite qui joint l'origine 
à ce point, perpendiculaire qui est un des côtés du polygone de 
sommabilité, aura pour équation, en coordonnées polaires, 

(i) picos(0, — A-a,) = rf, 

en désignant par pi et 0| les coordonnées courantes, ce qui revient 

à poser 

y = pie'^u 

Si nous posons, d'autre part, 

on a visiblement 

et la courbe qui, dans le plan de la variable z, correspond à la 
droite (i), située dans le plan de la variable^', a pour équation 

(2) p*cosA(6 — ai) = rf. 

Telle est la courbe qui limite la région de sommabilité absolue, 
lorsqu'on emploie la fonction sommatrice e"*; on doit y joindre 
naturellement les courbes analogues, correspondant aux divers 
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points singuliers an, «3, . • . , pour obtenir le polygone de somnia- 
bilité, ici curviligne (*). 

La courbe (2) est aisée à construire; elle est formée de k 
branches hyperboliques égales entre elles, tangentes au cercle 



P = r, 



et asymptotes aux droites 



ai-+- (2//1 H- I) -^ {m = Oy 1,2, . . ., aA* — i). 

Figurons-la, en supposant, pour fixer les idées, A*= 3 ; le point a 
est en A. 

Fig. 16. 




Mais le point essentiel pour nous est le suivant; il résulte de 
l'équation (2) que l'on a 

cosX'( — «i) > o, 
c'est-à-dire que, m étant un entier convenablement choisi, on 



(*) Il résulte simplement de notre démonstration que la série est absolument 
sommable dans la région du plan située, par rapport à ces diverses courbes, du 
même côté que Toriginc, mais non pas qu'elle n'est pas absolument sommable 
dans l'autre région; mais nous n'aurons pas besoin de ce dernier résultat. 
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doit avoir 



c'est-à-dire 



a/nr — - < A(6 — cri) < am-n -h > 

2 2 



(4/n -4-1)71 ^ ft / ^ ^ (4/y^-M)^ 

2 A" 2 A: 



Il ne saurait donc y avoir de points de la courbe dans les angles 
définis par les relations 

(l^L±il^< A<^ _!_ (4/^4-3)?: 

— j- = o ^ Cf i H —f 

Si Ton pose 



a,, ^^ .. = ^. . ^^ 



a,4-^. = 6,, 



ces relations deviennent 



ou bien 

2m 9 — ^>i a/yiH-i 

(^> -F = -^ = ^^ — 

Cela posé, considérons une fonction 'f (2) n^admettant pas une 
infinité de points singuliers à distance finie, c'est-à-dire telle que, 
dans un cercle de centre O et de rayon fini, il y ait un nombre 
limité de points singuliers. Soit, de plus, M un point du plan, 
tel que le segment OM ne contienne aucun point singulier 
de (f{z) et ne fasse, avec aucune des droites qui joignent O à 
ces points singuliers, un angle conimensurable avec tz. 

Nous allons démontrer que Von peut choisir le nombre k de 
telle manière que y (2) soit absolument sommable en M. 

Dans ce but, désignons par p et 9 les coordonnées polaires 
de M; par hypothèse, cf(c) admet à l'intérieur du cercle de 
rayon p un nombre limité de points singuliers tt|, a2, . . . , a^. Il 
est d'ailleurs clair que, pour étudier la sommabilité de la série 
en M, il n'y a pas lieu de se préoccuper des points singuliers 
extérieurs au cercle de rayon p, puisque les courbes correspon- 
dantes sont entièrement extérieures à ce cercle. Nous venons de 
voir que, pour que le point M se trouve dans la région de somma- 
bilité par rapport à la courbe relative au point singulier ai, il 
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sujffit que l'on ail la relalioQ (3) que nous écrirons 



—r- 1^1 !i^ T — > ni entier, 



en posant 

— /> 



n 



On obtiendrait de même des inégalités analogues relatives aux 
autres points singuliers aj, . . ., a^. En posant 



71 



ces inégalités s'écriront 

U) T^^''^= — I (X = i,2, .... ^), 

les mx étant des nombres entiers. 

Il faut montrer qu'il est possible de choisir les nombres A", /W|, 
m2^ . • . . ni\ de manière que ces inégalités soient vérifiées. Or, celte 
proposition est une conséquence immédiate du théorème suivanl, 
que Kronecker a obtenu en généralisant un théorème de M. Her- 
mite (*) : Étant donnés des nombres incommensurables 
x^^ X2t .... Xq et des nombres quelconques y ^^ y^^ • - - ^ yqt 
il est possible de trouver des entiers /?îi, m^^ ..., m^ tels 



(^ ) Me trouvant à la campagne, avec peu de livres, au moment où j'ai eu besoin 
de ce résultat, je fus amené à en chercher une démonstration; à mon retour à 
Paris, je communiquai à M. Hermitc le théorème et la démonstration, à laquelle 
il voulut bien s'intéresser; mais il m'apprit qu'un théorème analogue avait été 
donné par Kronecker, me conseillant de m'adresser à M. Minkowski pour avoir 
l'indication bibliographique exacte, qu'il n'avait plus présente à la mémoire. 
M. Minkowski me la fournit avec la plus grande obligeance et voulut bien m'ap- 
prendre aussi qu'il possédait, depuis plusieurs années, une démonstration basée 
sur le même principe que la mienne; grâce à ces renseignements, dont je tiens 
à le remercier, je puis me contenter de renvoyer le lecteur au théorème de Kro- 
necker, qui a paru dans les Sitzungsberichte de Berlin ( i884, p. 1179-1193 et 
1271-1299) et à la démonstration de M. Minkowski, qui paraîtra incessamment 
dans le second fascicule de sa Géométrie der Zahlen, 
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que Von ait 



mxi—m, — yi\ <e (1=1,2,..., q), 

quel que soit le nombre positif t donné d^avance. 

Ainsi, étant donnée une série de Tajior ^{z) à rayon de con- 
vergence non nul, la méthode exponentielle généralisée permet 
de la sommer en tout point M satisfaisant à la condition déjà 
indiquée, c'est-à-dire en un point aussi voisin que l'on veut 
d'un point quelconque du plan, si toutefois on suppose que o{z) 
n*a qu'un nombre limité de points singuliers dans toute aire finie. 
Le théorème précédent a quelque analogie avec celui de M. Mitlag- 
Leffler, dont nous parlerons au prochain Chapitre, mais il est 
moins parfait en deux points : 

1° La valeur du nombre k dépend de la position de M ; 

2" Cette valeur est difficile à déterminer lorsqu'on connaît seule- 
ment la série cp (z), bien qu'il soit possible de donner des procédés 
théoriques pour effectuer cette détermination. 

Nous bornerons là notre étude de la méthode exponentielle 
généralisée, laissant de côté son application à l'étude des fonc- 
tions non uniformes autour d'un point singulier, supposé unique 
sur le cercle de convergence ('). 

La recherche des points singuliers. 

Les méthodes précédemment exposées fournissent un moyen, 
au moins théorique, d'étudier un déveloijpement de Taylor ©(5) 
en dehors de son cercle de convergeuce, il est donc naturel de 
chercher à les appliquer à la recherche des points singuliers de 
^{z) : c'est, en effet, la question généralement la plus importante 
dans l'étude de celte fonction. 

Les relations entre les points singuliers d'une fonction et son 
développement de Taylor ont été étudiées pour la première fois, 
d'une manière détaillée, dans le Mémoire de M. Darboux, Sur 
l'approximation des fonctions de grands nombres (2), Mémoire 
qui est encore aujourd'hui fondamental dans la question. Dans ce 
Mémoire, M. Darboux se proposait essentiellement, connaissant 



(') Voir Mémoire sur les séries divergentes, p. 77-78. 
(') Journal de Liouville, 1878. 
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les points singuliers, de déterminer la valeur principale des coeffi- 
cients de la série. C'est ce problème inverse qui nous occupe ici; 
mais on conçoit bien que ces deux problèmes aient entre eux d'é- 
troites relations. 

Le problème delà détermination des points singuliers, au moyeu 
des coeflîcients, a été abordé pour la première fois, dans toute sa 
généralité, par M. Iladamard, dans sa Thèse bien connue (*). 

Ce problème est très ardu, aussi n'cst-il pas étonnant que, dans 
ce premier travail. Il soit loin d'être résolu complètement. M. Ha- 
damard montra d'ailleurs bientôt l'importance de l'étude qu'il 
avait abordée en faisant voir que les résultats obtenus par lui, 
quoique, en apparence, très particuliers et de forme compliquée, 
pouvaient avoir des applications du plus grand intérêt. Je fais 
allusion ici au célèbre Mémoire dans lequel M. Hadamard déter- 
mine le genre de la fonction ^{s) de Riemann et fait faire des 
progrès essentiels à la théorie des fonctions entières (*•'). 

Malheureusement M. Iladamard abandonna la voie dans laquelle 
il avait obtenu de si brillants résultats; aussi la question rcsta- 
t-elle plusieurs années sans faire de progrès. 

Récemment M. Fabry a repris la méthode de M. Hadamard et 
a montré, dans une série de fort savants Mémoires ('), qu'il était 
possible d'étendre considérablement le champ des résultats. 

Nous avons tenu à donner ces renseignements historiques; mais 
les recherches de MM. Darboux, Hadamard et Fabrj ne se rat- 
tachent qu'indirectement à la théorie des séries divergentes qui 
est l'objet de ce Livre; aussi nous contcnlerons-nous de les avoir 
signalées, pour nous attacher à Tétude des méthodes qui dérivent 
de celte théorie (*). Nous indiquerons d'abord les propositions 



(') Essai sur l'étude des fonctions doiuiévs par leur développement de 
Taylor {Journal de M. Jordan, 1892). 

(*) Hadamahd, Sur les propriétés des fonctions entières et en particulier 
d* une fonction considérée par Hiemann {Journal de M. Jordan, i»<jO' Pour 
la place que tiennent les travaux de M. Hudamard dans la théorie, on peut con- 
sulter mes Leçons sur les fonctions entières. 

(^) Annales de l'École jXormale, iSy^i; Journal de Mathématiques, 1898; 
Acta mathematica, t. XXII. 

(*) Je laisse de côté d'autant plus volontiers les recherches de M. Iladamard 
et de M. Fabry que leurs principaux résultats, ainsi que leurs rapports avec les 
autres recherches sur la question, sont ma^Msiralement exposés par M. Hadamard 
dans son Ouvrage La série de Taylor et son prolongement analytique (Carré 
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qui découlent directement des résultats obtenus précédemment 
sur les séries absolument sommables; nous donnerons ensuite 
quelques indications sur les recherches de M. Leau et de M. Le 
Roy, qui ont été suggérées par la théorie des séries sommables, 
mais qui pourraient être exposées d^une manière indépendante. 

Dans l'étude des applications de la théorie des séries somma- 
blés, nous nous bornerons à la méthode exponentielle; des consi- 
dérations analogues s'appliqueraient, mutatis mutandis, à ses 
généralisations. 

Nous avons vu que, si l'on considère une série de Tajior 

et la fonction entière associée 

F(az)= Mo H i ; r. . ., 

I 'il 

les intégrales 

/ e-^\F^>^\az)\da (X = o, i, 2, . . .) 

ont un sens pour les points z intérieurs au polygone de sommabi- 
lilé et n'en ont pas pour les points extérieurs. Nous nous borne- 
rons à considérer l'intégrale 

e "* l\az)\ da\ 

des considérations analogues s'appliqueraient aux autres; mais il 
n'y aura généralement aucun avantage à les utiliser pour la re- 
cherche des points singuliers. 

Si l'intégrale (i) a un sens, on peut affirmer que le produit 

e -" \V{az)\ 

tend vers zéro lorsque a augmente indéfiniment par valeurs réelles 
positives. Si Ton pose, comme plus haut, 

z =rz pe'^, 



et Naud, 1901) dont il m'avait parié pendant que j'écrivais ceiui-ci et dont il a 
bien voulu me communiquer les épreuves pendant que je corrigeais les miennes. 
Cet Ouvrage contient une excellente Bibliographie, que j'ai connue malheureu- 
sement trop tard pour pouvoir l'utiliser, mais que je tiens à signaler. 
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on pourra dire que le produit 

b 

e 9\¥{bei^)\ 

tend vers zéro lorsque b augmente indéfiniment par valeurs réelles 
positives (car p est réel et positif). 

D'autre part, si l'intégrale (i) est dépourvue de sens, on peut 

affirmer que le produit 

a-e-''\Y{az)\ 

ne reste pas fini lorsque a augmente indéfiniment par valeurs 
réellei positives (*); il en est évidemment de même du produit 

_b 

or. si le point z = pe'^ est extérieur au polygone de soramabilité, 
il existe certainement un nombre pi inférieur à p tel que le point 
z = pi e'^ soit aussi extérieur à ce polygone; donc le produit 

h 
b^e V^\V{be'^)\ 

ne reste pas fini lorsque b augmente indéfiniment par valeurs 
réelles et positives. 

Mais Pi étant inférieur à p, il est clair que Ton a, pour les valeurs 
de b dépassant un nombre déterminé, 

b^e Pt<e P; 

donc le produit 

_b 

e P|F(6e'0)j 

ne reste pas fini lorsque le point z = pe'^ est extérieur au polygone 
de sommabilité. 

Ces résultats étant établis, donnons à 6 une valeur fixe et cher- 
chons à déterminer le point du polygone de sommabilité situé sur 
la demi-droite dont tous les points ont pour argument 9. Soit po 



(*) Il est essentiel d'observer que nous ne pouvons pas affirmer que ce produit 
augmente indéfiniment avec a\ il peut prendre des valeurs allernativemenl 
grandes et petites; ce qui est certain, c'est qu'il ne pourrait exister de nombre M 
tel que ce produit soit constamment inférieur à M. 
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la valeur de p correspondante. Nous savons que le produit 

e P|F(6e'0)|, 

lorsque b augmente indéfiniment par valeurs positives, tend vers 
zéro si Ton a 

?<Po 

et ne reste pas fini si Ton a 

p > po. 

Dans le premier cas, on a, à partir d'une certaine valeur de 6, 

b 

(2) |Fr6e'0)|<eP, 

tandis que dans le second cas il existe une infinité de valeurs do h 
croissant indéfiniment pour lesquelles cette inégalité n'est pas 
vérifiée. Il en est de même de Tinégalité 



c'est-à-dire 



log|F(6e'0,,|< -, 

P 



(3) ^log|F(/.c'0)< '. 

Désignons, pour un instant, par cp(t), le premier membre de 
rinégalité (3); lorsf|ue b augmente indéfiniment par valeurs 

réelles positives, 'f(/>) est constamment inférieur à -» si l'on 

a p <C poî *J" contraire, si Ton a p >> po, 'f (^) prend une infinité 

de valeurs supérieures à -• Il en résulte qu'il existe une infinité 

de valeurs de 'f (/>), correspondant à des nombres b croissant 

indéfiniment et avant pour limite — ; il n'existe pas une telle suite 

si l'on remplace — par un nombre plus grand; il peut en exister 

si Ton rcm|)lace par un nombre plus petit. On peut exprimer 

po 

ce fait en disant que — est la plus grande des limites de ?(6) pour b 
infini; au lieu d'employer cette expression de Cauchy, on pourra 
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dire avec M. Hadamard ( ' ) que — est la limite supérieure de »(i) 

pour 6 infini et écrire, en employant une notation due à M. Prings- 
heim (*), 

- =ïï^7log|F(6e'Ô)|. 
Po ^ 

Cette formule fait connaître un point de contour du polygone de 
sommabilité, le point 

On pourra donc, dans les cas où la fonction F(^) sera assez 
simple pour que la formule soit pratiquement applicable, déter- 
miner le contour du polygone de sommabilité, ce qui fera con- 
naître un certain nombre des points singuliers de la fonction. Si 
tous les côtés du polygone sont rectilignes, les perpendiculaires 
abaissées des polygones sur ces côtés feront connaître des points 
singuliers; s'il y a des côtés curvilignes, leurs courbes podaires 
sont des lignes singulières essentielles pour 'f{z). 

On voit que la valeur de po dépend de la manière dont se com- 
porte la fonction F(^) sur une demi-droite issue de Torigine; 
lorsque la direction de cette droite varie d'une manière continue, 
Po varie aussi d'une manière continue, puisque, d'après la défini- 
tion du polygone de sommabilité, aucun des côtés de ce polygone 
ne passe par l'origine. Il serait intéressant de rechercher si celte 
propriété de continuité, qui appartient aux fonctions entières F(^) 
associées à une série de Taylor ^{z) (à rayon de convergence non 
nul), appartient aussi à d'autres fonctions entières; on remplace- 
rait au besoin le facteur r par ^> a étant un nombre quelconque. 

Une autre question, suggérée par ce résultat, est la suivante : 
Dans la formule qui donne po, peut-on remplacer le nombre fixe 



(^) Thèse, p. 4* ^^* Hadamard ne défînit la limite supérieure pour m infini 
que dans le cas d*une suite discrète i/,, z/,, ..., u^y ... ; ses considérations et sa 
définition s'étendent immédiatement au cas d'une variable continue. 

(') Cette formule a été donnée, pour la première fois, par M. Servant dans le 
Mémoire cité p. 94. Mais, pour la démontrer rigoureusement, il était nécessaire 
d'établir qu'une série 9(2) n* est pas absolument sommable en dehors de son 
polygone de sommabilité, ce que nous avons fait plus haut. 
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par un nombre 6' qui soit fonction de b et tende vers 9 lorsque b 
augmente indéfiniment? Cela reviendrait à supposer que l'on 
étudie la fonction F(^) sur une courbe ayant pour direction 
asymptotique la direction 9, au lieu de l'étudier sur la demi- 
droite passant par Torigine et parallèle à celte direction; cette 
hypothèse pourrait être plus commode dans certaines applications. 
Nous allons indiquer maintenant une proposition qui permet 
de simplifier le calcul de l'expression 

-!- = limri-logllM^);. t=zbei^, 6 fi\e. 

Po |/| 

Supposons, pour simplifier les calculs, que Ton donne à / la 
valeur R/i, n étant un entier et R le rayon de convergence de ?(^); 
nous allons montrer que la valeur de po n^est pas modifiée si 
Von conserve dans F(^) seulement les termes dont le rang est 

compris entre et Zn^ le nombre positif p étant assujetti sim- 
plement ù croître indéfiniment avec /i, suivant une loi d'ail' 
leurs quelconque. Si, d'ailleurs, au lieu de se proposer de déter- 
miner Po, on se propose simplement de rechercher si un point 
donné à Tavance est intérieur ou extérieur au polygone de som- 
mabilité, on pourra prendre pour p une valeur fixe ne dépen- 
dant (}ue du rapport entre le module de ce point et le rayon du 
cercle de convergence de ^{z). 

Pour démontrer les propositions précédentes, remarquons que, 
si l'on désigne par R le rayon du cercle de convergence de la 
série 



-r- . 



et par R' un nombre inférieur à R, il existe un nombre M tel que 
l'on ait 

Ces inégalités peuvent être remplacées par la formule unique (•) 

9(=;<M[n-jJ+(i,)V(ji)' + ...]. 

(') Le signe <<, introduit par M. Poincaré, doit toujours séparer deux séries 
de puissances dont la seconde est à coefficients positifs. Il exprime que le 
module de chaque coefficient de la première série est inférieur au coefficient 
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Si nous considérons maintenant la fonction entière associée F(/) 
nous obtiendrons 

Nous poserons t == R!x, et Ton pourra écrire 

V{\Vx) < Me*. 

Il s'agit d'évaluer Terreur que l'on commet, lorsque, dans le 
calcul de F(f), pour (*) 

|/| z=\Kx\ =Wn, 

on néglige les termes dont le rang est inférieur à - ou supérieur 

à 3/i; il faut donc calculer la somme de ces termes; le module de 
cette somme est évidemment inférieur à la somme des termes 
correspondants du second membre, pour 

.T = riy 

ces termes étant tous positifs. Or il est aisé de trouver une limite 
supérieure de cette somme. 

Occupons-nous d'abord des termes dont le rang est inférieur 

ou égal à -; le plus grand d'entre eux est évidemment celui dont 

le rang est le plus élevé, c'est-à-dire, en supposant, pour éviter des 

complications de calcul inutiles et sans intérêt, que - est un 

/^ 
nombre entier 



n 
XP 



& 



correspondant de la seconde ( Voir Poincaré, Les méthodes nouvelles de la 
Mécanique céleste, t. I). 

La relation 9(^)<:4'(2) peut s'énoncer : 9(2) admet <|; (2) pour fonction ma- 
jorante. 

R' 
(^) On remarquera que le rapport -rr- peut être supposé aussi voisin de l'unité 

que Ton veut (il faut le supposer fixe, bien entendu). Dès lors, la substitution 
R' à R est sans importance. 
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OU, pour x-= n 



n 

nJP 



(3> 

Or, la théorie de la fonction F nous apprend que Ton a, avec 
une approximation d^autant plus grande que m est plus grand (*), 



m 



! = m'"e-'" ^iTzm. 



On se rendra aisément compte qu'il est légitime, d'employer 
cette valeur approchée dans les calculs que nous allons faire; on 

peut même supprimer sans inconvénient le facteur y/a7rm, ce qui 
abrégera l'écriture; en le rétablissant dans toutes les formules, le 
lecteur verra que sa suppression est sans importance, ce qui légi- 
time, à fortiori, la suppression du facteur plus petit qui trans- 
formerait la formule d'approximation en formule exacte. Nous 
allons donc écrire des égalités approchées; pour les transformer 
en égalités exactes il suffirait de multiplier les seconds membres 
par 1 -I- e„, e« tendant vers zéro pour n infini. Nous avons ainsi 

n n 

nP nP . - n '^ 



t")' ijf^i 



= (ep )P = e P 



La somme des - premiers termes de la série e* est donc, 

pour X = n^ inférieure au produit par - par le terme le plus 
grand, c'est-à-dire inférieure à 

/i-i-loirp\ 

^e<—p-K 
P 

Occupons-nous maintenant des termes dont le rang dépasse 3/i. 
Le terme de rang 3/i a pour valeur approchée 



^3/1 ^ ^3« / e\^" 



(') Voir p. 21, 
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La somme des n termes dont le rang est compris entre 3n 
et 4/1 — I est donc inférieure à 

"(0" 

de même la somme des n termes dont le rang est compris entre 4 n 
et 5/1 — I est inférieure à 

et ainsi de suite. La somme des termes dont le rang dépasse Zn 
est donc inférieure à 

"[(5r-(0'"-(i)"-i 

c'est-à-dire à 






du moment que Ton suppose 

. G)"<;' 

c'est-à-dire 

log3 
ce qui est légitime. 

En résumé, la somme des termes négligés dans la série e^' est 

inférieure à 



p 



<r 



Le second terme est d'ailleurs inférieur à i dès que n dépasse une 
certaine limite, et peut être négligé; on en conclut que, lorsque 
l'on ne conserve dans F(^), pour\t\ = wR', que les termes dont 

le rang est compris entre -et in, on commet une erreur dont 
le module est inférieur à 

P 
Par suite, dans le calcul de 

î^loglF(Ol. 
E. B. (3) 10 
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on commet une erreur dont le module est inférieur à 

^, 1 log/i -4- logM — log/? -4- n ^ ' "^/^^ ) J 

et cette expression tend évidemment vers zéro lorsque n augmente 
indéfiniment, si Ton suppose que p augmente aussi indéfiniment. 
Notre première proposition est donc démontrée. 

Pour démontrer la seconde, remarquons que, pour reconnaître 
si le point z = pe'^ est extérieur ou intérieur au polygone de som- 
mabilité, on doit étudier Texpression 

-111 
e P|F(0| 

lorsque t augmente indéfiniment sur la demi-droite qui correspond 
à la direction 0. L'erreur commise dans le calcul de cette expres- 
sion, lorsque |/| = nR', est inférieure à 

WR' / l-4-l0g/? N 

e 9 M - e"^ P K 
P 

On voit qu'elle tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment 
si le nombre p est tel que l'on ait 

I -+- loj?;? R' ^ 
<o, 

P P 

et l'on peut toujours choisir un nombre /? satisfaisant à cette rela- 
tion. D'ailleurs, il est clair que si Ton a 

P P 

l'égalité étant exclue, on peut toujours choisir le nombre R', infé- 
rieur à p, assez voisin de p pour que l'inégalité reste vérifiée 
lorsqu'on y remplace R par R'; le nombre p ne dépend donc, 

R 

comme nous l'avions annoncé, que du rapport — ( * ). 

P 



(*) J'ai appliqué, pour la première fois, dans uo cas particulier, la méthode 
précédente dans mon Mémoire Sur les séries de Taylor admettant leur cercle 
de convergence comme coupure {Journal de M. Jordan, 1896). J'ai indiqué 
ensuite le principe général de la méthode dans une note Sur les séries de Taylor 
{Comptes rendus, i!\ décembre 1896), mais en indiquant des limites beaucoup 
trop larges pour les termes à conserver; il était d'ailleurs indifférent, pour la 
proposition que je désirais démontrer, que ces limites fussent plus ou moins res- 
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Pour donner une applicalion de la mélhode précédente, nous 
allons démontrer qu^une série de Taylor admet, en général, le 
cercle de convergence comme coupure. 

Celte proposition a été énoncée pour la première fois par 
M. Pringsheîm (•); il est d'ailleurs clair qu'elle n'a un sens précis 
que si l'on définit les mots en général qui figurent dans son 
énoncé et qui n'ont, en eux-mêmes, aucune signification déter- 
minée. Nous adopterons la définition suivante : une série de 
Taylor sera dite générale si la valeur du n'*^"* coefficient est indé- 
pendante de la valeur des coefficients précédents. 

Cela posé, nous remarquerons qu'il existe au moins un point 
singulier sur le cercle de convergence; il existe donc au moins un 
argument a tel que l'on ait 

îhiîllog|F(6e^«)|=l, 

en désignant par ^ le rayon de convergence de ç(5). Il existe 
donc une suite de nombres 

^1» ^t> • • • » ^11% • • • 
croissant indéfiniment avec leur indice et tels que l'on ait 

liin^log|F(6«e'«)|=-i. 

Nous pouvons, pour éviter des complications d'écriture, admettre 
que les nombres b„ sont entiers; nous pouvons, de plus, en sup- 
primant, s'il est nécessaire, un nombre quelconque d'entre eux, 
admettre que Ton a 



3bn—i<C — * /i = 2, 3, 4> ••• 



'2 



Désignons par 



P«(0 



serrées; ressentici était qu'il y en eût. Nous verrons bientôt que, dans un pro- 
blème équivalent, M. Leau a énoncé le principe de la méthode sous une forme 
tout à fait générale et obtenu, pour les termes à conserver, des limites qui se 
rapprochent beaucoup de celles du texte. 

( ») Mathematische Annalen, t. XLIV. J'ai fait, à propos de la démonstration de 
M. Pringsheim, dans mon Mémoire sur les séries divergentes, p. 58, Sg, quelques 
remarques qu'il est inutile de répéter ici. 
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Tensemble des termes de F(i) dont le rang est compris entre 

— et 36/j. 

Les inégalités précédentes expriment que chaque coefficient 
de ç(5) figure dans un seul des polynômes 

Il résulte d^ailleurs des propositions précédentes que l'on a (*) 

Il nous suffit de prouver, pour établir notre proposition, que si la 
série o{z) est générale, on peut, étant donné un argument quel- 
conque P, choisir parmi les b„ une infinité de nombres 

(2) ^n,» ^n,t •••» ^1b> •••> 

tels que Ton ait 

(3) ii^^log|P„^(6„^e'P)| = -i. 

Dans ce but, nous remarquerons que, si Ton multiplie par e'^ 
tous les coefficients de <f{z) (c'est-à-dire tous les coefficients 
des P;,) et si l'on remplace a par a — 6, la formule (i) n'est pas 
altérée. Si d'ailleurs on eflectue l'opération précédente seulement 
sur les coefficients d'une infinité de polynômes P„, ayant pour 
indices les nombres (2), on aura la formule (3) si l'on pose 

Or, nous avons déjà remarqué que chaque coefficient de ff{z) 
figure dans un seul des polynômes P„; si l'on suppose ces coeffi- 
cients indépendants, leurs arguments ne sont liés par aucune 
relation et, par suite, on peut supposer que, pour une infinité 
d'entre eux, a une valeur quelconque donnée d'avance, c'est- 
à-dire que tout point P est singulier (2). 



(1) En efTet, si dans la formule de la page 146, 00 prend p = R, on peut sup- 
poser /> = 2. 

(2) On peut rendre plus précis le raisonnement précédent en faisant voir que, 
si l'on désigne par 0„ la valeur de l'argument de z pour laquelle le polynôme P. 
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Nous bornerons là les applications de la mélhode de sommation 
exponentielle à la recherche des points singuliers, et nous allons, 
pour terminer, dire quelques mots des recherches de MM. Leau 
et Le Roj. 

Les recherches de M. Leau peuvent être considérées comme 
ayant pour but d'obtenir des caractères de sommabilité analogues 
aux caractères de convergence. 

L'étude de la convergence des séries repose essentiellement sur 
leur comparaison avec d'autres séries simples et déjà connues. Cette 
comparaison se trouve possible parce qu'en réalité la convergence 
d'une série ne dépend que du terme général considéré isolément. 
M. Leau s'est demandé si, d'une manière analogue, l'extension 
possible d'une fonction représentée par une série de Taylor ne 
pourrait pas se déduire de la comparaison de celte série avec 
d'autres représentant des fonctions déjà connues. Il a exposé ses 
recherches dans le Journal de M, Jordan (• ). 

Etant donnée nne série 

<i) f{z)=ZapZP, 

afin de voir s'il y a sur un arc PQ de son cercle de convergence 
des points singuliers, prenons sur le rayon bissecteur de cet arc 
un point B(5 = 6). Pour qu'il n'y ait pas de points singuliers sur 
l'arc entre P et Q, il faut et il suffit que l'on puisse choisir |&| assez 
petit pour que le rayon de convergence de la nouvelle série 

(a) 2ïïT-^(*)''"' 

soit au moins égal à BP. 

Or l'inverse de ce rayon est la plus grande des limites de 



a le plus grand module, lorsqu'on suppose \z\-= b^^ tous les points limites de 

la suite 

"i» "2» • • •» ''/t» 

sont des points singuliers; si l'on marque sur le cercle de convergence tous les 
points e*^n et si la série est générale^ l'ensemble de ces points est dense sur tout 
arc de ce cercle et, par suite, tous les points du cercle sont singuliers. (Voir 
Acta mathematica, t. XXI, p. 2^Z.) 

( * ) Recherche des singularités d'une fonction définie par un développe- 
ment de Taylor {^Journal de Mathématiques, 5* série, t. V, 1899). 
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l'expression 



Y p=" 



/>! 



a„bP+« 



Celte expression fait intervenir, en apparence du moins, la 

totalité des coefficients a. M. Leaii a démontré (*) que Ton ne 

change pas la plus grande des limites de l'expression (3), si l'on 

se borne à faire varier, dans la formation de la dérivée, p de n 

_,» 
à n', — restant supérieur à un nombre fixe plus grand que i, du 

moins dès que |6| est assez petit, ce que Ton peut toujours sup- 
poser (^). 

En d'autres termes, il existe des suites de nombres dépendant 
de b et d'un entier /i, 

ë 

telles que la solution du problème dépend de la plus grande des 

limites de 

1 

|«/i,/i«/t -+- a/i-Hl,/i«7H-l H-- . • H- «/»',« «/l'I"» 

c'est-à-dire du n'^'»<? ensemble des coefficients an, a„^i , . . . , an'. 
Cette expression 

a/inût,|-l-. . .-4- dn'n^n'i 

qui joue dans Textension des séries un rôle analogue à celui du 
terme général pour la convergence, nous l'appelons le terme 
général étendu relatif à l'arc PQ ; n sera son rang et n' son indice . 
Une simplification semblable s'obtient lorsque Ton cherche si 
la fonction y(z) est holomorphe le long d'une ligne L allant de 
l'origine O à un pojnt P du plan. Théoriquement, il faut et il 
suffit, pour qu'il en soit ainsi, que l'on puisse trouver une file de 
cercles empiétant successivement les uns sur les autres, dont les 
centres sont distribués sur L de O à P, et tels que les développe- 
ments de /(z) relatifs aux centres successifs convergent dans les 



( ' ) Dans sa Thèse, M. Hadamard avait déjà fait, relativeme nt à l'expression ( 3 ), 
des calculs ayant pour conséquence que les termes qui dépassent un certain 
rang n' sont négligeables. Voir aussi la note p. i46. 

(') Pour cette démonstration, comme pour plusieurs autres, dont le détail est 
assez long, nous renverrons au Mémoire de Tauteur. 
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cercles correspondants. Si nous désignons les centres par O, 0|, 
O2, ..., O, (ou P), et par JlanhZ^ le développement, supposé 
possible, au point Oa, la conception précédente oblige à former 
successivement les expressions 

( 4 ) ««, A-»-l = Cn an,h -H <î/n-l «/i-f-l , A -•-..., 

les quantités c„, c„^i, ... ne dépendant pas de la fonction /(s), 
mais de n et du segment OaOa+i ; puis à voir quelles sont, pour 

les valeurs successives de A, les plus grandes limites des \an^h+\ 1"; 
pour n infini. 

Or, on ne change pas les plus grandes limites de ces expres- 
sions si, sous certaines conditions, on substitue, dans le calcul 
des an^h^\t aux séries (4) des polynômes 

^'njt> • • •) ^9fc+,(n),A désignant des valeurs approchées de a/i,A, • • •? 
^9^..i(»U 4"^ ^^^ ^^^ eux-mêmes précédemment calculés d'une ma- 
nière inexacte. Ainsi, les quantités âf^,, a,,^, ..., a' , ... 
s'expriment en fonction linéaire et homogène des quantités a/,, 
«,/+!, • . ., an'\ ces poljnomes sont les termes étendus relatifs à 
la ligne L et à la file de cercles considérée. On parvient ainsi à la 
conclusion suivante : 

Le problème, holomorphisme le long de L, ne dépend que des 
suites des termes généraux étendus de rang /i, relatives aux files 
de cercles. Plus simplement encore, il ne dépend que de la suite 
des /i***"" ensembles des coefficients de la série 

Mais, et c'est la différence essentielle entre ce nouveau résultat et 
celui qui avait trait à un arc du cercle de convergence, le rapport 
de l'indice n^ au rang n de l'ensemble doit être infini avec /i, pour 
que les conclusions soient valables. 

Ces remarques fort simples conduisent à des applications très 
intéressantes. 

Formation de séries ayant des points singuliers connus, — 
Voici, en le particularisant, un exemple donné par M. Leau. 
Soit ^apZP une série pour laquelle le point d'affixe -f- i est sin- 
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gulier. Le terme général, étendu par rapport à ce point, étant 

désigné par W;,, supposons que la suite Im/iI", Iw^+ip"^*, ... ait 

pour limite v> 6 ayant la même signification que tout à Theure. 

La série 

(6) j:ape-*^r.ptùzP 

présente les mêmes particularités pour >s = e^''^***. Empruntons une 
infinité d'ensembles de coefficients, sans éléments communs, à 
autant de séries (6) que nous voudrons; la série formée repré- 
sente une fonction ayant tous les points z = e^/nw correspondants 
comme points singuliers. 

Formation de fonctions holomorphes dans une région. — 
Soit une ligne L issue de Torigine, et supposons que Ton ait des 
séries 

fx{x) = ZapxzPy fî{z) = LaptzP, ..., ffc{z) = ZapkzP, 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

1° Elles représentent des fonctions holomorphes dans une aire 
qui comprend L, les distances des points de la ligne au contour 
de Taire admettant un minimum différent de zéro; 

2° Les modules des fonctions ont, dans la région considérée, 
une limite supérieure finie; 

3® Dans les différences/;,^! {z) — fn{z) les termes dont le rang 

varie de /i à <p(/i), -^ devenant infiniment grand avec n, admet- 

tent comme termes majorants ceux d'une certaine série fixe, con- 
vergente dans un cercle qui comprend L à son intérieur. 

On peut dire que les fonctions forment une famille de séries 
tangentes le long des polynômes formés, ^ouv fn et//,^,, des 
termes dont l'indice va de n à <p(/?). 

Toute série dont les termes sont des termes de polynômes de 
contact représente une fonction holomorphe le long de L. 

La démonstration repose sur ce fait que les termes étendus 
d'une pareille série ne diffèrent de ceux d'une fonction f que 
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d'assez peu pour ne pas modifier les plus grandes limites des ra- 
cines n""*** de leurs modules. 

Parmi les conséquences de ce théorème, je me borne à citer 
deux cas particuliers : 

1** Si la fonction g{t) est holomorphe à V origine, la fonc- 
tion 



Az) = -Lg{^)zn 



n'a à distance finie que le point singulier -h i . 

2® Si la fonction entière g{t) est d^ ordre inférieur à i, ou, 
si étant d'ordre i , son module maximum pour \t\ = r, élevé à 

la puissance -> a r unité pour plus grande limite, la fonction 

n'a également que le point singulier 4- i à distance finie. 

Les résultats précédents sont très intéressants, car ils nous 
montrent combien est particulier le cas où Ton suppose que la 
forme analytique de a„^ considérée comme fonction de /?, est 
connue. Il est cependant toujours possible de supposer que an 
est une fonction entière de /z; mais les conséquences de cette 
remarque n'ont guère été étudiées (*). 

Dans cet ordre d'idées, signalons le résultat suivant dû à 
M. Le Roy (2) : 

Si an est une fonction de n holomorphe dans un angle (si petit 
qu'il soit) contenant à son intérieur la partie positive de Taxe OX 
des quantités réelles et si la série Sa;, 5" conserve le même cercle 
de convergence (de rayon 1) quand on remplace n par l'affixe 
d'un point situé dans l'angle précédent, la série en question ne 
peut avoir de points singuliers que sur la coupure +1, -+-00 
deOX. 

La méthode de M. Le Roy paraît être une combinaison des 
méthodes dérivées de la théorie des séries divergentes sommables, 
et de la méthode de M. Lindelôf dont nous allons dire quelques 
mots; mais nous devons nous borner à ces indications, le Mémoire 

(') Voir BoREL, Comptes rendus, t. CXXVII, p. looi. 
C') Comptes rendus, t. CXXVII, p. 948. 
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dans lequel M. Le Roy développe ses Notes des Comptes rendus 
n'ayant pas encore paru (*). 

La méthode de M. Lindelôf repose essentiellement sur l'emploi 
de la représentation conforme; M. Lindelôf a étudié surtout (2) 
la transformation d*Euler 

y 



X = 



pour laquelle les coefficients des séries ordonnées suivant les 



(') Pendant que j'achevais de corriger les épreuves de ce Livre, M^ Le Hoy a 
bien voulu me communiquer les épreuves de son Mémoire [Sur les séries diver- 
gentes et les fonctions définies par un développement de Taylor {Annales de 
la Faculté des Sciences de Toulouse, 1* série, t. II, p. 3i7-43o)]. J'ai à peine 
eu le temps de les parcourir, et il m'a été impossible de remanier mon texte; 
je me suis contenté de renvoyer, là où ce remaniement aurait été nécessaire, au 
résumé très sommaire que je vais essayer de donner ici de cet intéressant travail : 

Le problème principal que se pose M. Le Roy est le suivant : Chercher à dé- 
duire les propriétés d'une fonction analytique des propriétés de son dévelop- 
pement de Taylor; c'est le problème que M. Hadamard a été le premier à étu- 
dier dans sa généralité. M. Le Roy emploie d'abord des méthodes qui sont une 
généralisation de la théorie des séries sommables; il se sert ensuite de la repré- 
sentation conforme et aussi d'intégrales définies qui généralisent à la fois les 
intégrales de Stieltjes (Chap. II) et certaines intégrales étudiées par M. Hada- 
mard dans la troisième Partie de sa Thèse; ces intégrales représentent des fonc- 
tions affectées de coupures, soit naturelles, soit artiûcielles, que l'on étudie aisé- 
ment par une méthode connue ( IIermitb, Cours d* Analyse, 4* édition, i6* Leçon ). 
Ces diverses méthodes conduisent M. Le Roy à de nombreux théorèmes, faisant 
connaître les points singuliers dans le cas où le coefficient de 2", considéré comme 
fonction de n, a une forme analytique déterminée, rentrant dans certains types 
simples. Ces résultats se rattachent d'ailleurs plutôt au problème de M. Darboux : 
Déterminer les coefficients, connaissant les singularités, qu'au problème de 
M. Hadamard : Déterminer les singularités, connaissant les coefficients, 

M. Le Roy s'occupe ensuite de la solution du problème que nous avons signalé 
au Chapitre II, à propos de la méthode de Stieltjes généralisée; il donne le moyen 
de déterminer la fonction qui correspond à certaines séries de Stieltjes, dans 
lesquelles c„ a une forme analytique particulière, en fonction de n. 

La fin du Mémoire est consacrée à l'étude des rapports qu'il y a entre les ré- 
sultats précédents et la théorie des séries divergentes; M. Le Hoy indique comment 
ses recherches ont éié entreprises dans le but de généraliser la théorie des séries 
sommables; il montre ensuite comment les considérations qui ont été développées 
dans mon Mémoire sur les séries divergentes, à propos des séries de Taylor à 
rayon de convergence nul, peuvent s'étendre aux cas où l'on remplace la mé- 
thode de sommation exponentielle par des modes de sommation plus généraux. 

En terminant, M. Le Roy annonce son intention de poursuivre, dans d'autres 
Mémoires, l'étude des nombreuses questions qu'il serait encore nécessaire de ré- 
soudre, pour pouvoir multiplier les applications pratiques de ces diverses théories. 

(') Comptes rendus^ t. GXXVl, p. 682. 
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puissances de x et de y sonl liées par des lois simples. Cette 
transformation a été aussi appliquée par M. Pringsheim (*) à 
Tétude de certaines séries de Taylor, mais l'élude de ces questions 
nous éloignerait trop de notre sujet. 



(*) Ueber eine àesondere Gattung von singulàren Stellen analytischer 
Functionen, § 3 {Mathematische Annalen, t. L, p. /^bb). 



CHAPITRE V. 

LES DÉVELOPPEMBiNTS EN SÉRIES DE POLYNOMES. 



Le théorème de M, Mittag-Lejffler. 

Nous avons vu au Chapitre précédent que, étant donnée une 
fonction analytique définie par une série de Taylor 

la théorie des séries sommables permet de déduire de la série ç (5) 
une expression simple de cette fonction, valable dans une région 
plus étendue que le cercle de convergence. 

M. Mittag-Leffler s'est proposé de généraliser ce résultat et il est 
parvenu à une solution à la fois très élégante et aussi complète 
qu^on pouvait le désirer. 11 est clair, en effet, que si l'on veut, 
comme il est naturel, se borner à considérer des expressions ana- 
lytiques uniformes on doit, dans le cas où la fonction ^{z) n'est 
pas uniforme, étudier seulement une branche déterminée de cette 
fonction , c'est-à-dire tracer dans le plan des coupures telles que o (3) 
soit uniforme, lorsqu'on assujettit la variable :; à ne pas traverser 
ces coupures. La manière la plus simple de tracer ces coupures 
consiste à joindre le point 0(s = o) à chaque point singulier 
de <f{z) et à prolonger jusqu'à l'infini chacune de ces droites : ces 
prolongements seront les coupures; la figure géométrique ainsi 
obtenue est appelée étoile par M. Mittag-Leffler, de sorte que le 
problème résolu par lui peut être énoncé de la manière suivante : 
trouver une expression de ^{z) valable dans toute l^ étoile. 

L'expression donnée par M. Mittag-Leffler est une série de po- 
lynômes : cette série est uniformément convergente dans toute 
région intérieure à Cétoile, c'est-à-dire dans toute région finie 
dont le contour n'a aucun point commun avec les coupures. Cette 
dernière condition est à peu près indispensable dans les applica- 
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lions; une condition analogue doit être vérifîce lorsque 'f{z) se 
présente comme la limite d^une expression dépendant d'un para- 
mètre (continu ou discontinu); cette expression doit tendre uni- 
/ormément vers sa limite (*). 

Nous allons, dans ce premier paragraphe, exposer la méthode 
même de M. Mittag-Leffler; dans le paragraphe suivant, nous en 
indiquerons diverses généralisations; enfin, nous terminerons en 
indiquant comment ces diverses méthodes peuvent, sans modifi- 
cation essentielle, s'appliquer à certaines séries dont le rayon de 
convergence est nul et en recherchant quelles relations il y a 
entre les diverses considérations développées dans ce Chapitre et 
la théorie générale des séries divergentes. 

Rappelons d^abord un théorème fondamental de la théorie des 
fonctions analytiques; si l'on désigne par p un nombre positif tel 
que la fonction <p(^) soit holomorphe à l'intérieur du cercle C, de 
rayon p et de centre x, et par g le maximum du module de <f{z) 
sur le cercle, on a (^) 



(^) 



cp(n'(^) 



n\ 






Cette inégalité subsiste d'ailleurs, a fortiori, si Ton suppose 
que ^désigne le maximum du module de (f (5) sur un contour C'a 
l'intérieur duquel cette fonction esl holomorphe, si tous les points 
de C sont intérieurs à C. On sait, en efiet, qu'une fonction har- 
monique régulière en un point ne peut être en ce point ni maxi- 
mum ni minimum; il suffit d'appliquer ce théorème à log|(p(^)|. 

L'inégalité fondamentale permet de trouver aisément une limite 

C) C'est ainsi que, dans le cas de la méthode exponentielle, l'intégrale 

J^ e-'F{az)da, 


tend uniformément vers 9(^), lorsque A augmente indéfiniment, dans toute 
région intérieure au polygone de sommabilité. 
(*) On a en effet 

n\ ' 2ir. Jç {z — X 



C 
et le module de l'intégrale est inférieur à 



\»»-*-i 



g\dz\ _ ! g-ÎT.^ _ g 






"iTzjç^ p ^''^ p p 
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supérieure de Terreur commise lorsque, dans le développement de 
Taylor de ^^\^^{x H- s), on s'arrête au terme de rang m. On a 



ç(l^(^ H- z) =2 ?!l^^i^ 5". 



On a évidemment 






< 






(Hi4-/i)l^|^|«<^(K-H/l)l^ 



Supposons que Ton ait 



(3) 



<î 



et que m soit assez grand par rapport à [jl pour que Ton ait, 
pour m'^ m, 

('^-'">G)"<(î)"' 

c'est-à-dire 

(4) Ht log([x -+- m') < m'(Iog3 - loga). 



On pourra alors écrire 

m 



(5) 
avec 

(6) 



'^"K^^i- 



m-4-1 



pM-a 



//t 



Ces inégalités fondamentales établies, désignons par X un 
domaine quelconque intérieur (*) à l'étoile relative à la fonc- 
tion 'f (2); nous pouvons toujours supposer ce domaine X tel que 
son contour soit rencontré en un seul point par toute demi-droite 

issue de l'origine; sinon on le remplacerait par un domaine X' 
ayant cette dernière propriété, ce domaine X' étant intérieur à 
l'étoile et renfermant X à son intérieur (^). 



(*) On entend par là, comme il a été déjà expliqué^ que le contour de X reste 
à distance finie et n'a pas de point commun avec les lignes qui limitent l'étoile. 

(') Pour définir X' on peut se contenter de dire que, si x est intérieur à X, 
tous les points x' = ^Xt où est réel, positif et inférieur ou égal à un, seront 
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Le domaine X étant intérieur à Tétoile, le rayon de conver- 
gence du développement de cp(c) relatif à un point x de X a un 
minimum p' certainement différent de zéro; car ce rayon varie 
d'une manière continue avec x et par suite atteint son maximum, 
puisque Pensemble X est parfait; ce minimum ne peut donc pas 
être nul. 

Désignons par p un nombre positif inférieur à p' et C l'en- 
'semble des points obtenus en adjoignant aux points de X les 
points des cercles de rayon p ayant pour centres les divers points 
de X; soit g le maximum de <f{z) dans le domaine C (ce maxi- 
mum est atteint en un point du contour de C). Nous pourrons 
écrire l'inégalité (2), dans laquelle x sera un point quelconque 
intérieur à X et, par suite, les inégalités (3) et (4) entraîneront la 
relation (5) et l'inégalité (6). 

Soit maintenant x un point quelconque intérieur à X; nous 
pouvons déterminer un nombre entier n tel que l'on ait 

nous supposerons le nombre n choisi de telle manière que cette 
inégalité soit vérifiée, quel que soit x intérieur à X, ce qui est 
possible puisque X est fini. Nous poserons 

X , X IX . T 3x 

a = - t b = a -^ = — > c =^ o -{ — = — > . . . , 

n n n n n 

in — 9,)iF x (n — i)j7 T nx 

s = » t = s -\ = y X = t -\ = • 

n n n n n 

La méthode de M. Mittag-Leffler consiste essentiellement, pour 
calculer un polynôme approché de 'f (^), à calculer des polynômes 
approchés des diverses quantités 'f^f^^(a), cp^^^(6), ..., ?^^^(^), 
pour des valeurs convenablement choisies de [jl. 

Nous utiliserons pour cela la relation fondamentale (5) avec 
les inégalités (3), (4), (6) qui la complètent. Si dans la relation (5) 



intérieurs à X'. Le domaine X' ainsi obtenu est tel que son contour est ren- 
contré en général en un seul point par toute demi-droite issue de l'origine; il 
y a des demi-droites exceptionnelles dont les segments font partie du contour 
de X'; elles rencontrent donc ce contour en une infinité de points. Il serait 
d'ailleurs aisé de modifier X' de manière à supprimer ces exceptions; ce n'est 
pas nécessaire ici. 
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nous remplaçons x par zéro et z par a ou - rinëgalilé (3) se réduit 
a (7), qui est supposée vérifiée, et nous obtenons 

(8) o^l^) (a) = A,x -+-«{. 



en posant 



rt« 









(9) l«li|< 



pi* '2'» 



t» 



Nous avons pris m = /i2«; Tinégalité (4) sera vérifiée si Ton 
suppose (*) 



Remplaçons maintenant dans (5) x par a et z toujours par -; 
il viendra 

en posant 

^^= 2- X,! UJ 






p{l.2« 



««— j 



Nous avons pris ni = n^^~^; l'égalité (4) sera vérifiée si l'on 
suppose [JL <; 2/1^""*. 

Remplaçons dans l'expression de B'^ les cp^i*^+X,)^^j p^r leurs 
valeurs (8), ce qui est possible puisque îx+)x2 est ici constam- 
ment inférieur à 2/1^"'"^; il viendra 

B(i.= Bji,-+- PjjL, 

(>) En effet, pour m'= a'", \l = afi''»-^ celle inégalité devient 

2log(2/i''»-'H-fi'") < fi'(log3 — • loga ), 

c'est-à-dire 

1 ' I / 2 \ ^ Iog3 — loga 

et est visiblement vérifiée pour fi>io; l'inégalité (4) subsiste d'ailleurs a for- 
tiori lorsqu'on augmente m' et qu'on diminue {x. 
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en posant 

X, = n»»-» \ = II"» 



p^= 2 ^'fâ 



X,=o 

d^où, en utilisant les inégalités (g), 












On a donc, en posant 

les relations 

(10) (pfi*H^) = Bj,-+-Pt„ 

On calculera de même les quantités ç^^^(c); on posera 

X»-o 
et Ton aura 



tn — 4 



en supposant ici [jl<2/i^'*~*. 

On remplacera dans Cj^ les cp^l*+V(6) par leurs valeurs (lo) el 

Ton obtiendra 

G(jL= C|x-h Y|x 

avec 

__ -^ ^ ^ C5tX,4-X,+X,-+-{l.)(o) /a?\^i-»-^a-<->'i 

Git-2d 2- 2d' XjîXjîXa! U/ 

„«n-4 



vJ-.S^^Ks)' 



A, = Û 

£. B. (3) II 



i6?t 
d'où 
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3i p^ 









el, par suite, 

en posant 
d'où 



'(V- 



ntn-* > 






En procédant ainsi de proche en proche^ on finira par obtenir 
en supposant [Ji^2/i^ et en posant 



n* /i' 



/!"»-' /i"» 



^i^= 2i 2* • • • 2^ ,2- "xTTv ". . . x„_, ! U/ 



X«_,=oX«_, = Xj = oÀi = o 
On a d'ailleurs 



On déduit de là 



l^t^K^* 



x„=«« 



^W'S'B^© 



X„ = o 



avec, d'après (6), où l'on doit faire jx = o, m = n' 



ivi<|-. 



En remplaçant les cp^^«J(^) par leur valeur, on obtient 
en posant 

w^ V^ V^ p^X,-f-X,-+-...-»-X„'(o) /a:\Xi+--,-*-X„ 

ffn{^) = 2é Z---Z \!X.!. ..)■„! (n) 






'■-2'?îœ' 



En posant 71,/ = r/-i-r/', on obtient finalement 
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avec ( ' ) 

Les formules (i i) et (12) nous donnent la solution complète du 
problème. Il ne faut pas oublier que Finégalilé (12) est vérifiée, 
quel que soit le domaine X choisi, intérieur à l'étoile, à partir 
d'une certaine valeur de /i, laquelle ne dépend que de X. Dès lors 
si l'on pose 

Go(^) = ^o(aO = ?(o), 

ao 


cette dernière série convergera pour tout point x intérieur à 
l'étoile. La convergence sera, de plus, absolue et uniforme à 
l'intérieur de tout domaine fini X, intérieur à l'étoile. En efiet. le 
domaine X étant choisi, il existera une valeur fixe /i, telle que, 
pour n ^ /i', on aura, quel que soit x intérieur à X , 

c'est-à-dire 

Tel est le résultat fondamental de Mittag-Leffler; nous avons 
suivi, pour le démontrer, une marche tout à fait analogue à celle 
de son auteur (^); nous verrons dans le paragraphe suivant com- 
ment on peut y arriver par une tout autre voie. Nous aurons ainsi 
des résultats susceptibles d'une généralisation qui n'aurait pu être 
obtenue en restant au point de vue de M. Mittag-Leffler; en eflet, 



(') Cette valeur de t\„ permcitrait de simplifier un peu la seconde partie de 
mon Mémoire : Sur les séries de polynômes et de fractions rationnelles (Acta 
mathematica, t. XXIV, p. 3o()). 

(^) Sur la représentation analytique d'une branche uni/orme d*une fonc- 
tien monogène (première Note) (Acta mathematica, t. XXIII, p. 43;. On trou- 
vera là une liste des autres Mémoires de M. Mittag-Leffler sur ce sujet. 

Voir aussi Leau, Représentation des fonctions par des séries de polynômes 
{Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXVII, p. i90' 
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la méthode, telle qu'elle vient d'être exposée, ne renferme théori- 
quement rien de plus que la théorie du prolongement analytique 
et ne peut conduire à des résultats auxquels on ne saurait parvenir 
au moyen de cette théorie. 

L! emploi de V intégrale de Cauchy. 

Nous allons indiquer une méthode, basée sur la considération 
de l'intégrale de Cauchy 






/(x)dx 

z 



et permettant d'obtenir une infinité de solutions du problème du 
prolongement analytique, solutions parmi lesquelles il y en a une 
infinité qui sont aussi générales que la solution de M. Mittag- 
Leffler. 

L'intégrale de Cauchy donne l'expression de/(>s) sous la forme 

de la somme d'une infinité de fractions simples > x parcou- 

rant tout ce contour C; nous déduirons le prolongement ana- 
lytique de /(s) du prolongement analytique de chacune de ces 

fractions, ou, ce qui revient au même, des fractions ;• 



i 

X 



Nous supposerons que l'on connaisse un moyen de prolonger 
analytiquement la série 



I — z 



= \->rZ-\-Z'^-\-Z^-\-,..y 



ce moyen n'employant d'ailleurs que des expressions linéaires 
par rapport à -3, -s^, . . . , ^", .... 

D'une manière plus précise (*), supposons que nous sachions 
déterminer une infinité de séries entières 



(*) On pourrait donner au mot linéaire un sens plus général; supposer, par 
exemple, que les expressions linéaires par rapport aux z** figurent sous des signes 
d'intégration, et que l'intégration terme à terme n'est pas possible. Le cas étudié 
dans le texte nous suffira. 
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pouvant, en particulier, se réduire à des polynômes et telles que 
l'on ait, quel que soit z à l'intérieur d'une aire déterminée A, 

=lim/n(5). 

Les séries y» (^) doivent évidemment converger lorsque z est inté- 
rieur à A. 

Nous supposerons que Taire A comprend à son intérieur le 
cercle de convergence, bien que cette hypothèse ne soit pas abso- 
lument indispensable (*). Enfin, nous admettrons que si A' est 
une aire finie intérieure à A (les contours des deux aires n'ayant 
pas de point commun) fn{^) tend uniformément vers f{z) 
lorsque 5 est intérieur à A', c'est-à-dire qu'étant donné à l'avance 
un nombre e on peut déterminer un nombre n' tel que l'hypothèse 



n>n' 



entraîne 



\Mz)-f{z)\<z, 



quel que soit z à l'intérieur de A'. 

Ceci posé, écrivons l'intégrale de Cauchy sous la forme sui- 
vante 

X 
I 

C étant un contour fermé quelconque, entourant l'origine et tel 
que tous les points singuliers dey(5) lui soient extérieurs. 

11 est clair que le point - sera intérieur à A', si le point z est 

intérieur à une aire que nous pouvons désigner par xSl et que l'on 
obtient en multipliant par x chaque point de A'. 

Désignons par X^ l'aire commune à toutes les aires a:A', 
lorsque x parcourt le contour C; il résulte de ce qui précède 
qu'étant donné un nombre positif arbitrairement petit e on peut 
déterminer un nombre n' tel que l'hypothèse 



(*) Voir Leàu, Comptes rendus, octobre 1898. J'ai employé pour la première 
fois l'intégrale de Cauchy, dans la théorie des séries divergentes, dans mon 
Mémoire Sur les séries de Taylor^ etc., cité p. 94; j'ai énoncé le principe général 
de la méthode dans mon Mémoire sur les séries divergentes, p. 64. 
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entraîne 

I - /-S \ ^ 



-.-y-(i) 



X 



> 



quel que soit x sur C et 5 à l'intérieur de X', Dès lors, si l'on sup- 
pose z intérieur à %\J et si Ton remplace ; par /« ( - ) ^2i"S 



I 

X 



l'intégrale qui définit /(-s), il est aisé d'avoir une limite supé- 
rieure de l'erreur commise. On aura 



'^^f(>)-J^f-'{'^dx\< LMe, 



en désignant par L la longueur de C et par M le maximum sur C 
du module de*^-^- Les nombres L et M étant fixes ete arbitrai re- 

X 

meni petit, on a 

(I) .,irj(,)= \\mf'^fn(^l)dx, 

quel que soit z à l'intérieur de X'. On peut affirmer de plus que 
le second membre tend uniformément vers sa limite. D'ailleurs, 
de même que A' diffère aussi peu que l'on veut (*) de A, l'aire X^ 
diffère aussi peu que Ton veut de Taire X commune à toutes les 
aires xk, La formule (i) est donc valable à l'intérieur de X^ mais 
pour pouvoir affirmer que le second membre tend uniformément 
vers sa limite il faut remplacer X par une dîiTe finie et intérieure 
à A. 

Si l'on pose 

//i(0 = C'-^ Cl" ' -^ ci'^^'-h c';,«'^3-^. . ., 

et si l'on remarque que la série //,(^) étant convergente à l'inté- 
rieur de A est uniformément convergente à l'intérieur de A', et 

par suite la série fiA-) uniformément convergente lorsque x est 



(') Lorsque les aires s'élendcnt à l'infini, on doit remplacer le plan par la 
sphère de Riemann pour entendre le vrai sens de cette expression. Un cercle de 
rayon R diffère aussi peu que l'on veut Au plan tout entier, si R est susceptible 
de croître indéfiniment. 
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sur C et 5 intérieur à X', la formule (i) devient 

n=0 

en posant 



Or, si l'on pose 



on a 



d'où 

On voit que les F,, (;;) sont déterminées au mojen des nombres 
fixes c^'' qui caractérisent la méthode employée, et des coefficients 
def{z). 

On aura une aire &V> aussi grande que possible en choisissant le 
contour C de la manière suivante {Jlff» 17) » traçons autour de 

Fig. 17. 




chaque point singulier de /(z) un cercle de rayon e, menons à ce 
cercle les tangentes parallèles à la droite qui joint ce point sin- 
gulier à Torigine, et prolongeons ces tangentes, dans la direction 
opposée à celle qui va à Torigine, jusqu'à un cercle de rajon R. 
Dans cette construction, on ne tient pas compte des points sin- 
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guliers situés à Textérieur du cercle de rayon R. Le contour C se 
composera des demi-cercles de rayon e, situés du côté de l'ori- 
gine, entre les points de contact des tangentes, des portions de 
tangentes comprises entre le point de contact et le cercle de 
rayon R et des arcs de ce dernier cercle qui ne sont pas compris 
entre deux tangentes à un même cercle de rayon e. Nous avons 
fait la figure dans le cas de trois points singuliers A, B, C. 

Il est aisé de voir que, en supposant e assez petit et R assez 
grand, Taire <X, diffère aussi peu que l'on veut (*) de l'aire S com- 
mune aux régions yA, en désignant par j^ les divers points singu- 
liers de/(z). La méthode s'applique d'ailleurs pour tous les points 
intérieurs à S; elle s'applique uniformément pour les points inté- 
rieurs à une aire finie S' intérieure à S; mais on ne peut pas 
affirmer qu'elle ne s'applique pas pour les points extérieurs 
à S. C'est pourquoi nous avons employé, pour établir l'existence 
du polygone desommabilité, une autre méthode plus longue, mais 
plus précise. Celle-ci conduirait immédiatement à cette notion; il 
suffit de poser 

c'est-à-dire de prendre 






c'est une fonction entière de z. 
On aura, dès lors, 

i/o 

¥{az) étant la fonction entière associée à/(z); et, par suite, dans 
l'aire S, 

/(;?)= lira f e-^F(az)da= f e-^F{az)da. 

n=Ot/o *^ 

L'aire S est d'ailleurs aisée à déterminer; l'aire A se compose 



( * ) Voir la note de la p. i66. L'aire «.lo est toujours finie; Taire S peut s'étendre 
à l'infini. 
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évidemment des points pour lesquels on a 

partie réelle de -s < i ; 

et, en construisant les aires j' A, on obtient le polygone de somma- 
bilité; c'est ainsi que j'en ai démontré, pour la première fois, 
l'existence. 

Mais nous ne nous étendrons pas sur ces démonstrations de 
résultats déjà obtenus d'une manière plus complète; nous renver- 
rons aux Mémoires déjà cités. 

Une remarque importante est la suivante. Au lieu d'écrire 



on peut écrire 



r-- liin/;,(;5), 



en posant 



^o(^)=/i(-), 

ffn{z) =/n-*-l(z) —fn(z) (n >o). 

Si d'ailleurs on écrit 



• • • • 



et si l'on pose 

Go(v; = Fi(5), 
on aura 

et 

00 

/( = ) = 2]G„(5), 


la série étant convergente dans S et uniformément convergente 
dans toute aire finie S' intérieure à S. 

Avant de passer à l'étude des cas où la méthode précédente 
donne des résultats aussi généraux que ceux de M. Mittag-Leiïler 
nous allons établir une formule particulièrement simple, que l'on 

obtient en prenant pour -^— ; l'un des développements que fournit 
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la série de Taylor. On a 



= -"h — (l"h^)-4-...-4- -—-7 (l H-^)»-}- 



1—5 2 — (l-h^) 22* 2'*-^* 

Le /i**"»* terme de cette série s'écrit, en désignant par CJ les 
coefGcients binomiaux, 

Dès lors, soit 

f{z) = «0-4- WiZ-4- aj5*-+-. . .-4- £/rt-3»-f-. . . 

la série de Taylor proposée, dont le rayon de convergence n'est 
ni nul ni infini. En posant 

le développement 

est convergent dans une région aisée à déterminer diaprés ce qui 
précède, région qui dépasse le cercle de convergence en tout point 
non singulier. 

Nous arrivons maintenant à l'élude des cas où la méthode pré- 
cédenle donne un développement valable dans toute V étoile. Pour 
cela il est nécessaire et suffisant que la région A comprenne tout 
le plan, sauf la droite (i , -f- 00), c'est-à-dire les valeurs de z réelles 
et supérieures à un (*). 

Or, M. Runge (^) a montré que l'on pouvait obtenir pour 

un développement satisfaisant à la condition précédente et M. Pain- 
levé (') a donné d'autres procédés pour obtenir de tels dévelop- 



(') La série y ,g„{z) ne peut converger uniformément dans une région annu- 
laire entourant le point z = j, d'après une proposition bien connue. 

(') Acta mathematica, t. VI. 

(') Comptes rendus, 1898. Indiquons aussi que M. Painlevé ( Comptes rendus, 
23 mai 1899) a montré que l'un peut déduire, de certains développements obtenus 
par lui dans le cas des variables réelles, des séries ayant les mêmes propriétés 
que celles de M. Miltag-Leffler. Enfin, M. Hilbert avait aussi développé en séries 
de polynômes les fonctions analytiques dans une aire connexe quelconque {Got- 
tinger Nachrichten, G mars 1897). 
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pements. Soit 



un développement de M. Runge, de M. Ililbert ou de M. Pain- 
levé; les gn{^) sont des polynômes; la série converge dans tout 
le plan, sauf pour les valeurs réelles de z supérieures à un et 
converge uniformément dans toute région Jinie A' intérieure à 
sa région de convergence. 
Dès lors, si Von pose 







/> = *« 


gl 


.(^) 


;,=0 




\P 




G, 


l(^') = 


,.=0 



la série 

flO 

(a) /(-) = 21<^''(-) 



convergera dans toute Vé toile j la convergence étant uniforme 
dans toute région finie intérieure à r étoile. 

On peut d'ailleurs choisir les gn{^) de manière que la conver- 
gence de la série (i) soit absolue; il en sera alors visiblement de 
même pour la série (2); nous ferons celte hypothèse, pour sim- 
plifier les démonstrations ultérieures, bien qu'elle ne soit pas 
indispensable (*). 

La proposition précédente offre l'avantage de faire connaître 
une infinité de développements analogues à celui de M. Mittag- 
Leffler; mais cet avantage restera assez mince, tant que ces déve- 
loppements seront plus compliqués que celui de M. Mittag-Lcffler, 
c'est-à-dire tant qu'on n'aura pas perfectionné suffisamment les 
méthodes de MM. Runge et Painlevé pour obtenir des coeffi- 
cients c^" dont la loi soit simple. 

Mais nous allons voir que la méthode que nous venons d'exposer, 



(*) Voir, à ce sujet, Borkl, Addition au Mémoire sur les séries de polynômes 
et de fractions rationnelles {Acta mathematica, t. XXIV, p. 383). 
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en mettant en évidence le caractère distribuU/(*) de la formation 
des séries, suggère naturellement l'idée de considérations qui 
vont nous conduire à des résultats dignes d'intérêt. 

Nous allons d'ailleurs étudier seulement sur un cas particulier 
une proposition qui s'étend à des cas bien plus généraux (^). Nous 
supposerons que l'on a choisi un développement bien déterminé 



Tib=2^«(^>' 




kn 





absolument et uniformément convergent dans toute aire A' 
(p. 171). 

Soit dès lors 

(3) /(5) = y — ^^^— p 



une série de fractions rationnelles; la série S|A„|est supposée 
convergente. La foncliony(3) est visiblement holomorphe à l'inté- 
rieur du cercle G de rayon un\ elle admet un développement de 
Taylor 

dont le rayon de convergence est au moins égal à un. D'ailleurs 
les points e^"^"^^ sont évidemment denses sur tout le cercle G et, 
dès lors, l'hypothèse de la convergence de la série S| A«| entraîne, 
non seulement que le cercle G est bien le cercle de convergence 
de /(z)j mais encore quey(:;) admet ce cercle comme coupure. 
L'étoile A relative 'd/{z) se réduit donc à l'aire du cercle G, et il 
semble que la transformation en série de polynômes ne puisse 



(*) Voir les intéressants travaux de M. Pincheric et notamment son Mémoire 
Sur le calcul fonctionnel distributif {Afath. Annalen, t. XLIX, p. SaS). Il serait 
intéressant de rapprocher les idées de M. Pincherle de celles qui sont exposées 
dans ce Livre; je le ferai peut-être un jour; pour le moment, je renverrai sim- 
plement au Livre de M. Hadamard cité p. i38. 

(') Voir BouBL, Sur les séries de polynômes et de fractions rationnelles 
{Acta mathematica, t. XXIV, p. Sog). 
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donner rien de plus que la série de Taylor. Posons cependant 

IP — '^P^p 
kn 



(4) fi^)=^Oniz), 



Nous allons voir que, si l'on choisit convenablement les 
nombres A„, cette dernière série convergera en des points exté- 
rieurs au cercle il. 

Dans ce but, marquons sur le cercle G tous les points e^'^'^v^; 
considérons chacun de ces points comme le milieu d'un arc D/i de 

longueur -^; la somme des longueurs des arcs D,, est égale à 



''['"^^'^^'"^4'*""^*"]^'*''' 



c'est-à-dire inférieure à la longueur totale de la circonférence; il 
y a donc sur la circonférence une infinité de points n'appartenant 
à aucun de ces arcs (*). Soit M l'un de ces points; nous allons 
prouver que l'on peut choisir les A,/ tels que, si l'oh prolonge le 
rayon OM au delà de M, la série (4) converge absolument sur 
toute la demi-droite D ainsi obtenue. Elle converge^ de plus, 
uniformément sur tout segment fini de cette droite, et sa somme 
est d'ailleurs égale à celle de la série (3). 

Pour démontrer cette proposition, traçons un cercle F ayant 
pour centre l'origine et pour rayon un nombre quelconque R > i; 
nous démontrerons la convergence absolue et uniforme de la 
série (4) sur la portion o de la demi-droite D intérieure à ce 
cercle. 

Considérons l'aire A',^ définie de la manière suivante : soient A, 



(') Cette proposition peut paraître évidente; on en trouvera une démonstra- 
tion rigoureuse dans mes premières Leçons sur la théorie des fonctions, p. 4^4-^* 
On peut montrer aussi qu'il y a sur tout arc de la circonférence une infînité 
non dénombrable de points qui n'appartiennent qu'à un nombre limité des 
sejçments D„. Ceux de ces points qui ne coïncident avec le milieu d'aucun des 
arcs D^ ont la même propriété que le point M du texte. 
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Af les demi-droîles dont les points ont respectivement pour argu- 
ments 

, -1 . 

2/1-^ 2 Al* 

Soient P et P| les points d'intersection de ces demi-droites 
avec C, Q et Qi leurs points d'intersection avec F. Traçons un 
cercle y ajant pour centre le point ^ = i et tangent à A et A| en P 
et P| ; soit a celui des arcs PP^ de y qui est inférieur à 7t; soit ^ 
celui des arcs QQi de F qui est supérieur à tc. L'aire AJ, que nous 
voulons définir est limitée par la droite PQ, l'arc p, la droite Qi P| , 
l'arc a. La série 

u 

étant absolument et uniformément convergente à l'intérieur de A)^ , 
il existe un nombre M« tel que Ton ait, quel que soit z à l'intérieur 
de a;, 



OD 



2]l<Ç-«(-)|<M„. 



Nous choisirons les nombres A,, de telle manière que la série 

2 1 A„ I Mn 
soit convergenle ; il suffira par exemple de prendre 






Considérons inaintenanl la série 



(3) /(-)=y 



A„ 



que l'on peut écrire 

(3)' /(^) = y ^^^^—ir 

en posant 

On a, d'ailleurs, 



Chacun des termes de la séiie (3/ peut ôlrc développé, oomme 
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> de sorle que l'on peut écrire 

n = ao n'/fl = oo "1 

(5) /(s) =2^» 2«''n(^«-*"""^) • 

n = l L ^ = J 

Tout revient à démontrer que Ton peut intervertir Tordre 
des sommations dans la série double; or, il est manifeste que, 

lorsque z est situé sur le segment 8, le point ze~^'^"^^^ est inté- 
rieur à l'aire A^ et que l'on a, par suite, 



m = 



Il en résulte que la série 



n^ te F" m=zco 



U/;,(^e-'^'«^'«)| , 



obtenue en remplaçant dans (5) chaque terme par sa valeur 
absolue, est convergente, puisque la série 

2|BJM„ 



l'est; donc la série double (5) est absolument convergente et Ton 
peut écrire 



OU, en posant 

00 

2B,.^,„(^e-«/«/i) = G,„(3), 




nt=:l 





Nous laisserons à nos lecteurs le soin de démontrer que les po- 
lynômes Gm(^) coïncident avec ceux qui ont été définis page 171, 
et aussi que la convergence est uniforme. Ces démonstrations ne 
présentent aucune difficulté; on les trouvera d'ailleurs dans le 
Mémoire cité en Note, page 172. Nous devons aussi renvoyer à ce 
Mémoire pour les conséquences de la proposition précédente au 
point de vue de la théorie générale des fonctions analytiques, 
conséquences étrangères à notre sujet actuel. 
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Les développements de M, Mittag-Leffler 
et la théorie générale des séries divergentes, — Conclusion. 

Nous donneroDS le nom générique de développements de 
M. Mittag'Leffler, ou, pour abréger, de développements (M), à 
tous les développements dont nous venons de démontrer l'exis- 
tence et qui convergent dans toute Tétoile A. D'ailleurs, lorsque 
l'on parlera d'un développement (M), il faudra évidemment sup- 
poser que l'on a fait choix d'un développement bien déterminé, 
qui restera le même dans tout le raisonnement; ce développement 
pourra d'ailleurs être choisi arbitrairement parmi l'infinité de dé- 
veloppements (M) possibles. 

La proposition qui termine le paragraphe précédent entraîne la 
conséquence suivante : Un développement (M) est toujours, pour 
un choix convenable de la fonction f{z), convergent en dehors 
de rétoile A qui correspond à cette fonction. Par conséquent 
l'emploi des développements (M), qui semblait au premier abord 
ne pouvoir rien donner de plus que la théorie du prolongement 
analeptique, conduit à certains résultats dans des cas où cette théorie 
n'est pas applicable : cet emploi se rattache par là à la théorie 
des séries divergentes. 

En effet, les procédés qui permettent seulement de sommer des 
séries divergentes dont la somme serait fournie aisément par la 
théorie du prolongement analytique {voir p. 120) ne peuvent être 
considérés comme constituant une véritable théorie des séries 
divergentes; ce sont simplement des transformations plus ou 
moins élégantes de la théorie du prolongement analytique; telles 
sont les théories développées dans le Chapitre V; tel est aussi le 
théorème de M. Mittag-Leffler, sous sa forme primitive. D'ail- 
leurs ces transformations peuvent être de la plus grande impor- 
tance dans les applications; mais, au point de vue de la théorie 
générale des fonctions, elles ne sauraient nous apprendre rien de 
plus que la théorie dont elles sont issues. 

Il n'en est pas de même des méthodes qui permettent soit d'ob- 
tenir la somme d'une série de Taylor à rayon de convergence fini 
dans une direction suivant laquelle le prolongement analytique 
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est impossible; soit d'obtenir, dans une région quelconque, la 
somme d'une série de Tajlor à rajon de convergence nul. 

Nous avons déjà vu que les développements de M. Mittag- 
Leffler permettent d'atteindre le premier de ces résultats; ils per- 
mettent aussi d'atteindre le second. 

Soit 



/<=>=-2r:v. 



une série de fractions rationnelles; nous supposons que les a,i 
sont des nombres positifs qui tendent vers zéro lorsque n aug- 
mente indéfiniment. 

Les On étant donnés, il est évidemment possible de choisir 
les A„ de manière que la série f{z) et toutes ses dérivées con- 
vergent pour :; nr: o; il suffit de supposer, par exemple, 

|A„|<e~"«. 

Les \n étant ainsi choisis, désignons par /^P^{o) la valeur que 
prend la série y^^^(:;) lorsqu'on y fait c := o et posons 







l(-î) -- 


Wo -+- UiZ -\- Ui Z^ -h «3 Z^ 



La série 



sera, en général ('), divergente. i*laçons-nous dans le cas où elle 
l'est effectivement et formons le développement (M) correspondant 



Ai-) ~-^(^niz), 









On peut choisir les nombres zV„ de telle manière que ce dé\fe- 
loppement (M) com-erge dans tout le plan, sauf pour les valeurs 



(') C'est-à-dire si les a„ et les A^ sont quelconques. D'une manière plus pré- 
cise, il est possible, les a^ étant donnés, de déterminer des nombres A„, satisfai- 
sant aux inégalités précédentes et tels que la série /,(«) soit divergente. Ce 
résultat, aisé à établir, \£uf lit pour justifier toutes nos considérations sur/(c) 
et/, (5). 

E. B. (3) 12 
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réelles négatives de z\ il est alors, en chaque point, égal à la 

série /{z). 

Cette proposition se démontre très aisément, par des considé- 
rations tout à fait semblables à celles qui terminent le paragraphe 
précédent; il est donc inutile de détailler ici cette démonstration 
qui ne nous apprendrait rien de nouveau ; nous renverrons au 
Mémoire cité les lecteurs qui préféreront ne pas la reconstituer 
eux-mêmes. 

La théorie des développements (M) permet donc de sommer 
des séries divergentes, d'une manière indépendante de la théorie 
du développement analytique; peut-on en conclure qu'elle con- 
stitue une véritable théorie des séries divergentes, susceptible, 
à ce titre, d'applications? 

Nous avons déjà insisté à diverses reprises sur l'importance 
qu'il y a, lorsque l'on considère plusieurs séries divergentes, à 
pouvoir les combiner entre elles par voie d'addition et de mul- 
tiplication ; à pouvoir aussi, si les termes sont fonction d'une 
variable, les différentier et les intégrer. 

Or, il est clair qu'au sujet des développements (M), on peut 
énoncer le théorème suivant : 

Soient 

( I ) f{z)=Uo-^UiZ-hU2Z^-T-.,.. 
(•^.) g(z) = Vo -ht'iw 4- ('2;:» -+- 

deux séries de Taylor à rayon de convergence fini ; soitz = z^ 
un point tel que le segment qui le joint à l'origine ne renferme 
aucun des points singuliers de ces deux fonctions ; on pose 

(3) ^'l^'^ = up&^'\ 

(4) Pi;'^ = i'/,cj,-', 

les constantes c^^ ayant le même sens que plus haut; puis 



^n{z)=^^é,^^Z,, 



/, = 
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et Von considère les deux développements M, 
(5) /(s,) = 2Fa(^o). 



m 



On a 

(7) /(-o)^(-o) = 2"'»(^o)' 



en posant 



P=*tn 



Un(z)= 2 Tp"'^"' 



p = 
(9) ^p = W0^/>-^ W|V,,_,-+-W,i'p_, -*-... -h UpVo. 

Les formules (3) et (4) permettent d'ailleurs d'exprimer les y^" 
au moyen seulement des a^", des ^^^ et des c^' qui sont des 
données fondamentales dans la question. On obtient aisément 

avec(3), (4), (8)et(9): 

(10) ï{;''=-iV, [<'Pi>'*'+«r?P*-îi-^---^-«p''Pl)"'J. 

Cp 

La formule (7) donne donc l'expression du produit des deux 
séries (M) (5) et (6) au moyen seulement des coefficients de ces 
séries. On peut dire que la formule (10) est lu formule fonda- 
mentale (*) de multiplication des fonctions (M) définies par 
les constantes c^"\ 

La proposition qui a été énoncée exprime que cette formule est 
applicable dans un cas déterminé^ cette proposition est d'ailleurs 
évidente : car la fonction f{z)g{z) n'admettant pas d'autres 



( ' ) Il n'y a pas à s'arrêter au cas où, dans cette formule, c^"^ est nul pour cer- 
taines valeurs de n et de/?; pour ces valeurs «^"^ ?^''', yj,**^ sont aussi nuls. 
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points singuliers que ceux de f{z) et de g{z)y le développe- 
ment (M) correspondant à ce produit converge pour z=^Zq^ ce 
qui donne la formule (7). 

Mais la question importante serait de savoir si la règle de mul- 
tiplication qui vient d'être formulée peut s'étendre à d'autres cas 
qu'à celui-ci, où elle est à peu près inutile pour les raisons même 
qui la rendent évidente. 

Il ne serait pas malaisé de démontrer que, si l'on considère deux 
séries/(^) et^(z) définies par des séries de fractions rationnelles 






et ayant, soit les propriétés de la série étudiée p. 174? soit les pro- 
priétés de la série signalée p. 177, la règle de multiplication s'ap- 
plique à ces séries sur toute droite sur laquelle on sait démontrer 
leur convergence uniforme. 

Mais ici encore on se trouve en présence de fonctions définies 
autrement que par les séries divergentes, et dont il est aisé d'ob- 
tenir le produit directement, en multipliant entre elles les deux 
séries de fractions rationnelles. 

Ce qui serait nécessaire, ce serait de prouver que, si l'on a deux 
séries divergentes dont on ne connaît pas l'origine, et que l'on 
peut sommer en les transformant en développements (M), sans que 
la théorie du prolongement analytique permette de rendre compte 
de ce fait, la règle de multiplication s'applique à ces séries. Il fau- 
drait tout au moins montrer qu'il en est ainsi dans des cas étendus, 
à définir d'une manière précise. 

Tant qu'on n'aura pas démontré cette proposition (* ), la théorie 
des développements (M) ne sera pas une théorie des séries diver- 
gentes. En effet, ce qu'on doit demander à une théorie des séries 
divergentes, c'est d'abord d'attribuer une somme à des séries qui 
n'en avaient point; or, toutes les séries que permet de sommer la 
théorie des développements (M) ont une somme déjà connue, soit 



(') Nous laissons de côté, pour abréger, les propositions analogues relatives à 
IMntégration et à la dilTérentiation. 



LES DÊVELOPPEUENTS EN SÉRIES PE POLYNOMES. l8l 

par la théorie du prolongement analytique, soit par le calcul direct 
des séries de fractions rationnelles qui ont fourni la série diver- 
gente. 

De plus, une théorie des séries divergentes doit permettre, par 
des calculs effectués sur de telles séries, de démontrer des résultats 
qui, énoncés ensuite indépendamment de toute introduction de 
séries divergentes, constituent des propositions rigoureuses, se rat- 
tachant à des théories classiques. Tels sont les résultats obtenus 
dans les Chapitres I, II, III, relativement à l'application aux équa- 
'tions diff^érentielles de trois théories des séries divergentes : la 
théorie de M. Poincaré, la théorie de Stieltjes généralisée, et la 
théorie des séries absolument sommables. 

Or, pour que ces applications soient possibles, il est nécessaire, 
comme M. Poincaré a été le premier à le montrer pour les séries 
asjmptotiques, que les règles du calcul puissent être appliquées 
aux séries divergentes étudiées; nous avons vu qu'il n'en est pas 
ainsi pour les développements (M), sauf dans les cas où il est plus 
commode de se passer de l'intermédiaire des séries divergentes. 

Ainsi, la théorie des développements (M) ne constitue pas 
actuellement une théorie des séries diK^ergentes. Nous avons 
cependant tenu à donner à cette théorie une large place dans ce 
Livre, car nous espérons fermement qu'au prix peut-être de 
quelques restrictions et de quelques modifications, n'en altérant 
pas le caractère essentiel, on pourra en déduire une théorie géné- 
rale des séries divergentes. 

Aussi ne faudrait-il pas croire que les remarques précédentes 
soient inspirées par le désir de diminuer l'importance de la théorie 
des développements de M. Mittag-Leffler; nul plus que moi n'est 
persuadé de cette importance; ces remarques sont destinées au 
contraire à provoquer des recherches de nature à augmenter 
encore la place, déjà très considérable, que cette théorie nouvelle 
occupe dans la théorie des fonctions. 

Il est en effet bien probable que, le jour où l'on serait arrivé a 
déduire, de la théorie des séries de M. Mittag-Leffler, une théorie 
générale des séries divergentes, cette théorie générale aurait la 
plus grande influence sur les progrès de l'Analyse dans diverses di- 
rections. Elle comprendrait d'ailleurs, vraisemblablement, comme 
cas particuliers, les diverses théories des séries divergentes que 
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nous avons développées ou esquissées dans ce Livre; ces théories 
particulières disparaîtraient alors, fondues dans la théorie géné- 
rale. 

Leur étude n'aurait cependant pas été inutile, car c'est le plus 
souvent l'étude approfondie des cas particuliers simples qui met 
sur la voie de la méthode à suivre pour traiter les cas les plus 
généraux. 



FIN. 
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